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Bevezetés

Jegyzet felépitése

A jegyzet fejezetei az elméleti ismereteket vazoljak fel, de minden témakérhoz
gyakorlati feladatok is tartoznak, illetve témakdr végén, az adott anyagrészhez kapcsolddo
ellenérzd kérdések és feladatlapok talalhatéak. Ezek segitségével ellenérizheti, hogy
elsajatitotta-e azokat az ismereteket, amelyeket az adott témakorben targyaltunk. Mivel a
jegyzet a tavoktatasban résztvevd hallgaték szamara készilt, ezért elengedhetetlennek
tartjuk a levelezé listan torténé folyamatos parbeszédet, illetve a személyes konzultaciokon
valé megjelenést.

Néhany megjegyzés a tananyagrol

A Kkulénb6zé szaktudomanyoknak nem csak a vizsgalodasi terulete, de eszkdz-
rendszere is jellegzetesen megkulldénbdztethetd. A redl” vagy ,miszaki’ elnevezésekkel jeldlt
szakteruletek el6szeretettel hasznaljak a matematikat, mint a vizsgalatok targyat tobb-
kevesebb sikerrel leir6 eszkdzrendszert. A szamitastechnika témakérébe tartozd objek-
tumok, fogalmak, térténések, az azok kozoétti kapcsolatok modellezésének a legsikeresebb
eszk6ze napjainkban az ugynevezett diszkrét matematika. Jegyzetink célja tehat nem
mas, mint egyfajta bevezetés a ,matematikaba” ugy, hogy a targyalt tertiletek mindegyike
gyakorlati haszonnal is birjon. A targyalt témakorok kozil — fontossaga miatt — kiemeltlk a
formalis nyelvek és absztrakt automatak témakoérét, amelyet kilén tantargyként hallgatjak a
rendszerprogramozo6 szakon tanul6 hallgatok.

Habar az anyag feldolgozasa a kozépiskolai oktatas matematika anyaganak ismeretét
— és nem tobbet — tételezi fel, adunk egy-két tanacsot a ,fels6bb” matematikaval csak most
ismerkeddk szamara:

A definicié lényegének a megértése az elsé és legfontosabb feladat.

Mindaddig nem szabad ,tovabb menni”’, ameddig egy fogalmat nem értettink meg.
Szinte minden — még a ,legabsztraktabbnak” tlind — definicidé mélyén is valamilyen egyszeri
és természetes gondolat huzédik meg. Ha ezt mar latjuk, akkor értjik a fogalmat, ha még
nem, akkor ,izlelgessuk” tovabb a definiciot

A feladatmegoldas = problémamegoldas. Sok-sok problémat, feladatot oldjunk meg,
s6t konstrudljunk feladatokat. Amennyiben a feladat program megirdsa, akkor nincs
~-menekvés”, az algoritmust csak akkor tudjuk megadni, ha valéban értjik a megoldast, ezért
— ha csak lehetséges — sajat magunk is fogalmazzuk at a feladatokat egy-egy programirasi
feladatta.

»Ha nem boldogulsz egy feladattal, akkor légy heurisztikus.” A ,heurisztikus”, mint
melléknévnek a jelentése ,felfedezést szolgalé”. Gyakorlatilag arrél van szd, hogy
érzéseinkre hagyatkozva — a matematika szigorat idélegesen elhagyva — igyekszunk
megsejteni nagyvonalakban a megoldast. Természetesen egy megoldas akkor és csakis
akkor korrekt, ha az adott targyalason belll pontos.
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1. TEMA

Logika

171.1.1 Bevezetés

A logika a kijelentések és a kijelentésekbdl ,konstrualt” kovetkeztetések un. durva
szerkezetével, a kovetkeztetések formalis szabalyaival foglalkozé6 tudomanyag.
El6éadasunkban az itélet-kalkulussal (vagy mas néven a kijelentés-logikaval) és a predi-
katumkalkulussal foglalkozunk. Nem foglalkozunk a logikanak a filozéfiai vonatkozasaival,
igy a hegeli dialektikus logikaval sem. Megemlitjilk a kétértéki logika alapvetéseit
megfogalmazé — Arisztotelésznek tulajdonitott — két alapelvet. Ezek a kdvetkezdk:

1. (Ellentmondastalansag elve) Egy allitas nem lehet egyidejlileg igaz és hamis.
2. (Harmadik kizarasanak az elve) Ha egy allitas nem igaz, akkor hamis, és megforditva.

Kijelentésnek nevezziik azokat a kijelenté mondatokat, amelyeknek igaz vagy hamis
volta egy adott targyalason belul egyértelmien elddnthet6.

Példak:
1. Nincs olyan primszam, amely paros.
Van olyan primszam, amelyik paros.
Dani ugyes.
A kelkaposzta-fézelék borzalmas.
Az anyag legkisebb elemi részecskéje az atom.

Mi a fene!

N o gk w D

Miért kell nekem éjszaka jegyzetet irnom?

A fenti kijelentd mondatok kozil az els6 kett igaz/hamis volta trividlis. A harmadik és
negyedik mondattal a logika képtelen foglalkozni, hiszen ezek igazsagtartalma relativ. Ez
utébbi két mondat — mindaddig, amig az lugyesnek és borzalmasnak lenni fogalmakat nem
definialjuk — nem is kijelentés a fejezet elején adott meghatarozas értelmében. Az 6todik
mondatunk arra példa, hogy egy allitas igaz/hamis voltanak eldontése nem a logika, hanem
a megfelel6 szaktudomany feladata. A hatodik és hetedik mondat nem kijelenté mondat,
tehat eleve nem fogalmazhat meg itéletet.

Fontos megjegyezniink, hogy a fenti fejtegetés csak korilirasa és nem definicidja a
kijelentésnek. Ezt alapfogalomnak tekintjik, azaz nem definialjuk.

Tekintsuk az alabbi kijelentést!
Aron magasabb mint 180 cm.
Ha az ,Aron” individuumtdl eltekintiink, akkor a fenti mondat az alabbi:

X magasabb, mint 180.

Az X helyére helyettesitsuk be egy iskola 0sszes tanuldjanak a nevét! Nyilvanvaléan
lesznek, akikre az allitas igaz és lesznek olyanok, akikre hamis. Amit allitunk — ,magasabb,
mint 180 cm" — predikatumnak nevezzik. A predikatumokat nagybetivel jeldljik, és a
fuggvényeknél hasznalt jeldléshez hasonléan az argumentumot is feltlintetjik. Esetlinkben:
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P(X) = x magasabb mint 180".

Ha az x befutja az emlitett iskola 6sszes tanuldjat, akkor a P(x) figgvény rendre az

igaz vagy hamis értékeket veszi fel. EI6bbi példank un. egyvaltozés predikatum, de nem
nehéz megadnunk kétvaltozésat sem:

Q(x,y) = x magasabb, minty.

Altalanositva: a P(x,,x,,...,x,) alaku kifejezéseket n-véltozés predikatumoknak nevez-
zik.

Ha egy predikatumba — a valtozé helyére — individuumot helyettesitink, akkor kijelen-
tést kapunk. A kijelentéseket kisbetivel jeldljuk.

Esetlinkben

p= Aron magasabb, mint 180 cm.

A p kijelentés logikai értékét a |p| szimbolummal, az igaz értéket i-vel, a hamis értéket

h-val jeléljik®. Azaz, vagy |p| =ivagy |p|="h.

171.1.2 A kijelentés-logika miiveletei
A jol ismert tagadas kijelentés-logikai megfogalmazasa a
171.1.2.1 Negacid

1. Definicié

Ha p kijelentés, akkor a —p (,nem p”) is kijelentés. Tovabba a —p logikai értéke csak és
kizarolag a p logikai értékétdl fugg.

Nevezetesen:

Az alabbi értéktablazat a fenti definicid értékadasi részét foglalja dssze.

P —p

h

h i

Vizsgaljuk meg a fenti definiciét! A definicié elsé részében a ,Ha p kijelentés, akkor a
—p (,nem p”) is kijelentés.” mondat nagyon fontos. Ez biztositja szamunkra azt, hogy
barmilyen kijelentésnek van negacidja, azaz barmilyen kijelentést tagadhatunk. Nem
fordulhat tehat el6 az, hogy egy kijelentés tagadasaval egy olyan allitast kapunk, amely mar

! Predikatumok esetén nem szokas a zardjelet kitenni. Mi azért hasznaljuk ezt a rendhagyo,

de nem értelemzavaré jel6lést, hogy a figgvényekkel valé hasonldsagot kiemeljik. Tehat, ha

a konvencidkhoz tartanank magunkat, akkor Px-et kellene irnunk a P(x) helyett.

? Egyre gyakrabban — féleg az informatikaban — hasznélatos a 0 és az 1 hasznalata a h és az

i helyett.
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nem kijelentés.®> A definici6 masodik része rendelkezik arrél, hogy a negaciéval kapott Uj
kijelentésnek mi lesz a logikai értéke.

171.1.2.2 Konjunkcio (,...es...” mlvelet)

Az emberek altal beszélt természetes nyelvek mindegyike hasznalja a ,és” kotoszot.
Ennek a kijelentés-logikai megfeleldje a konjunkcio mivelete.

2. Definicio

Ha p és q kijelentések, akkor a p A g (,p és Q") is kijelentés. Tovabba a p A q logikai
értéke csak és kizardlag a p és a ( logikai értékétdl figg. Nevezetesen:

p q pPAq
i i i

i h h

h i h

h h h
Példa:

Ha a

p = A politikusok rendszerint szeretnek addzni.
g = Nem szereljlik az anarchistakat.
kijelentéseket a konjunkcié miveletével kapcsoljuk 6ssze, akkor a
pAQ = A politikusok rendszerint szeretnek addzni, és nem szeretjlik az anarchistakat.

kijelentést kapjuk. Ez utébbi — a definicié szerint — akkor és csakis akkor igaz, ha mind
a p, mind a ( kijelentések igazak. Minden mas esetben hamis az allitasunk.

171.1.2.3 Diszjunkcio (,...vagy...” mivelet)

3. Definicio

Ha p és g kijelentések, akkor a p v g (,p vagy q”) is kijelentés. Tovabba a p v ( logikai
értéke csak és kizardlag a p és a q logikai értékétdl figg. Nevezetesen:

p q pPva
i i [

i h i

h i i

h h h
Példa:

Ha

p = Budapest szép varos.
g = New York-ban mindenki gbérkorcsolyazik.

kijelentéseket a diszjunkcié miveletével kapcsoljuk 6ssze, akkor a

¥ A miivelet és az algebrai zartsag fogalmaval késébb foglalkozunk majd, de megjegyezziik,
hogy a definicionak ez a mondata biztositja a zartsagot és igy azt, hogy a negacid egy
egyvaltozés mivelet a kijelentéseknek egy elegendéen bd halmazan.
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p v q = Budapest szép varos vagy New Yorkban mindenki gérkorcsolyazik.

kijelentést kapjuk. Ez utdbbi, akkor és csakis akkor hamis, ha mond a p, mind a q
kijelentések hamisak. Minden mas esetben igaz az allitasunk.

Vigyazzunk tehat, mert természetes nyelvi érzékunk a ,vagy” miveletnél cs6d6t mond!
171.1.2.4 Implikacié (,Ha..., akkor...” mivelet)

4. Definicioé

Ha p és q kijelentések, akkor a p — q (,Ha p akkor q”) is kijelentés. Tovdbba a p — q
logikai értéke csak és kizarolag a p és a q logikai ertékétél fugg. Nevezetesen:

p q pP—>q
i i i

i h h

h i i

h h i
Példa:

Ha

p = Gyerekeim szerint a matek ,t6kbéna” dolog.
= En a Coca Cola rabja vagyok
kijelentéseket az implikacido mlveletével kapcsoljuk dssze, akkor a
Ha a gyerekeim szerint a matek ,t6kbéna” dolog, akkor én a Coca Cola rabja vagyok.

kijelentést kapjuk. Ez utobbi, akkor és csakis akkor hamis, ha a p igaz és a g kijelentés
hamis. Minden mas esetben igaz az allitasunk.

171.1.2.5 Ekvivalencia (,...akkor és csakis akkor...” mivelet)
5. Definicié

Ha p és g kijelentések, akkor a p <> g (,p ekvivalens g-val”) is kijelentés. Tovabba, a
p <> q logikai értéke csak és kizardlag a p és a ( logikai értékétdl fligg. Nevezetesen:

p q P<q
i i [

i h h
h i h
h h [
Példa:

Legyenek, p és g az alabbi — kozismert — kijelentések:
p = Ha egy haromszdg derékszogii, akkor ¢” =a” +b?.
g = Ha egy haromszdg esetében c® =a® +b?, akkor a haromszdg derékszog.

Ekkor a p <> ( ekvivalencia a jolismert Pitagorasz tétel, nevezetesen: egy haromszog
akkor és csakis akkor derékszogl, ha ¢ =a” +b?.
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1. Tétel (De Morgan azonossagok)
1) —~(pArg)=—pv—q
2 —(pvag)=—par—q
Bizonyitas

Azt kell belatnunk, hogy a p és q Kkijelentések Osszes lehetséges értékére az
egyenlésegek bal és jobb oldala azonos értékeket vesz fel. Toltstk ki az értéktablazatot!

gl =(rg))l =P | —9 J| =PV —q
h h

i

i

i

S| = —-|a

h h

h i i
i h i
i i i

|| —|—-o
S| oo —-]>

Az els6 két oszlop a p és ( kijelentések Osszes lehetséges érték parjat tartalmazza.
Figyeljuk meg, hogy az értéktablazat negyedik oszlopa — ami az (1) egyenléség baloldala —
rendre azokat az értékeket veszi fel mint az értéktablazat utols6 oszlopa, amely a fenti
egyenléség jobboldala. Ezzel a (1) helyességét belattuk. A (2) bizonyitasa teljesen hasonlo
az el6zdbvel.

|
2. tétel
pva=qgvp
PAG=gAp

(Pva)ar=(pEArnv(@ar)

Prg)vr=(pPvnAa(@vr)

pAp=péspvp=p
Bizonyitas

A bizonyitas az el6z8 allitds bizonyitasdhoz hasonléan értéktablazat segitségével
torténik, igy trivialis.

M
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171.1.2.6 Ellen6rz6 kérdések, feladatok

1.

© © N o o & 0D

e e =
w N o

14.

Mi a logika targya?

Egy kijelentd mondatot mikor tekintiink kijelentésnek?

Adjon példat kijelentésnek nem tekinthet6 mondatra!

Fogalmazza meg a kétértekii logika arisztotelészi alapelveit!

Mit nevezunk predikatumnak?

Mit nevezink individuumnak?

Mit jelent a harmadik kizarasanak az elve?

Mit jelent az ellentmondastalansag elve?

Mit értink n-argumentumu predikatumon?

Lassa be, hogy a diszjunkcio disztributiv a konjunkciéra nézve, és megforditva!
Kommutativ-e az implikaciéo mivelete? Ha igen bizonyitsa, ha nem cafolja azt!
Asszociativ-e az implikacié miivelete? Ha igen bizonyitsa, ha nem cafolja azt!
Formalizalja az alabbi kijelentéseket:

Nem veszem meg a gorkorcsolyat és még a zsebpénzedbdl is levonok
100 forintot.

Aki nem dolgozik ne is egyék.
Ha ma itthon maradok, akkor kialszom magam és olvasgatok.
Ha kialszom magam és olvasgatok, akkor itthon maradtam.

Ha nem olvasgatok, és nem alszom ki magamat, akkor nem maradtam
otthon.

Aki a Tibi csokit szereti az egyéb gazemberségre is képes.

Ha Schubert ,Téli utazas”-at hallgatom Dietrich Fischer-Dieskau-val
és kozben logika feladatokat fogalmazok, akkor vagy elalmosodom,
vagy teat iszogatok.

Kijelentés e a kovetkezd:

»AKi ezeket a sorokat irja, annak minden kijelentése hamis.”

Interpretaljuk az alabbi formulakat:

a.p—->(@a-r
b.(—pA—Q)—>r

c.(prq)er
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171.1.3 Elemi és Osszetett kijelentések

Az el6z6ekben nem tettink mast, mint elemi kijelentések kozott miveletek segit-
ségeével U], osszetett kijelentéseket konstrualtunk. Vannak olyan — specialis tulajdonsaggal
biré — 6sszetett kijelentések, amelyeket érdemes jobban megvizsgalni. Ezek — mintegy a két
szélsBséges esetet megfogalmazd kijelentések — a tautologia és a kontradikcio.

171.1.3.1 Tautolégia

6. Definicio

Egy A formulat kielégithetének nevezink, ha van olyan interpretacioja, amely a
formulat igazza teszi.

Megjegyzés

A fenti definicié gyakorlatilag azt jelenti, hogy van olyan sora a tablazatnak, ahol az A
az igaz értéket veszi fel.

7. Definicio

Egy A formulat tautolégianak neveziink, ha az a benne szerepld kijelentés-valtozék
0sszes lehetséges értékére igaz.

Megjegyzés

A fenti definicio szemléletesen azt jelenti, hogy ha egy tautologikus formulanak az
értéktablazatat felirjuk, akkor a formula minden sorban az igaz értéket veszi fel.

Az alabbi formulak példak tautolégiara:
pv—p
(Prg)—p
p—>(pva)
171.1.3.2 Kontradikcio

8. Definicio

Egy A formulat kontradikcionak neveziink, ha az a benne szerepld kijelentés-valtozok
Osszes lehetséges értékére hamis.

Megjegyzés

A fenti definicié szemléletesen azt jelenti, hogy ha egy kontradikciés formula érték-
tablazatat felirjuk, akkor a formula minden sorban a hamis értéket veszi fel.

171.1.4 A kijelentés-logika kovetkezményfogalma

Mar a bevezetdben is emlitettik, hogy a kijelentés-logika a kovetkeztetések helyes,
illetve helytelen voltanak elddntésével foglalkozik. A probléma tehat az, hogy milyen esetben
allithatjuk, hogy bizonyos kijelentésekbdl egy masik kijelentés kovetkezik e vagy sem.

Példa:
Ha 11 mp alatt futom a szaz métert, akkor kijutok az olimpiara.

Kijutottam az olimpiara.

11 mp alatt futom a szaz métert.
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Mikor mondhatjuk, hogy vonal feletti két kijelentésbdl — az un. premisszakbdl — kdvet-
kezik a vonal alatti kijelentés, a konkluzié? Erre a kérdésre ad valaszt az alabbi definicio:

9. Definicio

Legyenek 4,,4,,..., 4, (n>0) és B a kijelentés-logika formulai.

A B formula kijelentés-logikai értelemben kévetkezménye az A; formulaknak, ha vala-
hanyszor az A; formulak igazak mindannyiszor a B konkluzié is igaz.

Megjegyzés:

Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy felirva az A; kijelentéseket és a B kijelentést egy
kozOs tablazatba meg kell vizsgalnunk a tablazat sorait. Ha van olyan sor, amelyben az
o0sszes A;j formula igaz, de a B formula hamis, akkor a B nem kdévetkezménye a
premisszaknak. Minden mas esetben — tehat akkor is, ha egyetlen — olyan sor sincs, ahol a
premisszak igazak! — a konkluzié kdvetkezik a premisszakbdl.

3. Tétel
A 9. Definicié ekvivalens az alabbival:
Legyenek 4,,4,,..,4, (n>0) és B a kijelentés-logika formulai.

A B formula kijelentés-logikai értelemben kovetkezménye az A; formulaknak, ha

(AAAA...AA)—>B
implikacié tautolégia.
Bizonyitas

A bizonyitast — egyszerlisége miatt, feladatként — az olvasoéra bizzuk.
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171.1.4.1 Ellendrzd kerdések

1.

o & 0D

o

Mit nevezunk tautologianak?

Mit nevezunk kontradikciénak?

Lehet e egy kontradikcié negacidja tautolégia?
Lehet e kielégithet6 formula kontradikcié?

Bizonyos allitasoknak egy masik allitas mikor kovetkezménye kijelentés-logikai
értelemben?

Hamis allitasoknak lehet e kovetkezménye egy igaz allitas?
Igaz allitdsoknak lehet e kdvetkezménye egy hamis allitas?
Hamis allitasoknak lehet e kdvetkezménye egy hamis allitas?

171.1.4.2 Feladatok

1.
2.
3.

Adjunk példakat - emberi nyelven — kontradikciora!l
Adjunk példakat - emberi nyelven — tautolégiakra!
Dontsuk el az alabbi kovetkeztetésekrél, hogy helyesek e vagy sem!
1. Aki nem dolgozik az nem is ehet.
Pisti nem dogozik.

Pisti nem is eszik.

2. Ha megnyerjik a valasztasokat, akkor vagy koaliciora léplink
a kékekkel vagy koaliciéra Iéplink a zdldekkel.

Ha nem nyerjuk meg a valasztasokat, akkor a pirosakkal
nem lépunk koaliciora.

Nem léptink koaliciéra a pirosakkal.

Megnyertuk a valasztasokat.
3. (Lewis Carroll angol matematikus feladata, csak jo idegzetlieknek.)
Ebben a hazban macskan kivil mas allat nincs.

Minden olyan allatot szivesen dédelgetink, amelyik szeret a
holdra bamulini.

Amelyik allatot utalom, azt elkertlom.
Nincsen olyan husevd allat, amelyik ne Uvdltene éjjel.
Nincsen olyan macska, amelyik ne fogna egeret.

Azokon kivll, amelyek ebben a hazban laknak, egyetlen allat
sem baratkozik velem.

A kengurukat nem szivesen dédelgetjuk.
Csak husevé allat fog egeret.
Utalom az olyan allatokat, amelyek nem baratkoznak velem.

Az olyan allatok, amelyek éjjel tvdltenek, szeretnek a holdra bamulni.

Elkertlédm a kengurukat.
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171.1.5 A kijelentés-kalkulus miiveleteirél

Ha egy miveletben szerepl6é valtozék szama n, akkor n-valtozds miveletrdl szokas
beszélni. A kijelentés-logikaban eddig tanult miveletek koézul a negacio egyvaltozos, a
diszjunkcio, konjunkcio, implikacid, ekvivalencia felfoghaté kétvaltozés miiveletként is. Ebben
a szakaszban azt vizsgaljuk meg, hogy a kétvaltozés miveletek szama mennyi. Egy
kétvaltozés mivelet esetén, ahol mondjuk a kijelentés-valtozok a p és a g, a tablazatnak
négy sora van, hiszen az i, h négy lehetséges variaciéban fordulhat elé, nevezetesen:

@i, 1), (i, h), (h, 1), (h, h).

Mivel a kijelentés-logika miveleteinek eredménye is igaz vagy hamis, ezért azt kell
megvizsgalnunk, hogy a fenti négy értékkettéshoz hanyféleképpen lehetséges i vagy h
értéket rendelni. Ez nyilvanvaléan 16 lehetséges esetet eredményez. Eppen ezért a
kétvaltozos logikai miveletek szama 16.

Nem nehéz altalanositanunk a feladatot az n-valtozés logikai miveletekre. Az el6bbi
gondolatmenetet megismételve azt kapjuk, hogy az n-valtozés logika miveletek szama 27,

171.1.6 Normalformak

Erdekes és fontos kérdés a kovetkezd: ha latunk egy kitoltott értéktablazatot, anelkil,
hogy tudnank azt, hogy a tablazat kijelentés-valtozéi kozott milyen mivelet van definialva, fel
tudjuk e ismerni a miveletet, magat? Példaul tekintsik az alabbi tablazatot!

S| === =]
S|=|=T|= | ==
S| || === ==

S|o|o|o| === =

A tablazat adatait felhasznalva be tudnank-e irni a kérddjel helyére a megfelel§
formulat? A valasz, igenl6, s6t ennél tobbet is megmutatunk, nevezetesen, hogy minden
n-valtozés muvelet kifejezhetd negacioé és konjunkcid (diszjunkcio) segitségével. Eljarasunk
a kovetkez6:

1. Kivalasztjuk azokat a sorokat, amelyekben a mlvelet eredménye igaz.

2. Minden ilyen sorhoz képezzik az igaz komponensek és hamis komponensek
negaciojanak konjunkciéjat!

3. Az igy kapott konjunkciok diszjunkcioja lesz a kérdéses mivelet.

Harom olyan sorunk van, ahol a keresett mivelet igaz értéket ad vissza, ezek a
kovetkezbk:

—_ ==

>|=—To
Y B ofl R Y
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Képezzik a valtozok negacidjanak konjunkcidjat! Azaz, p A g A I (elsé sor), p A g A —r
(masodik sor), =p A g A I (harmadik sor). Eljarasunk harmadik utasitasa szerint ezen kon-
junkcidk diszjunkcidjat kell képezniink, tehat a kérdéses mivelet nem mas, mint

PArgan)v(PAQA=N)V(=PAQAT)

Megvizsgalva a fenti formulat azt latjuk, hogy benne csak a negacid, konjunkcid és
diszjunkcido miveletei szerepelnek. A De Morgan azonossagok szerint a konjunkcio kife-
jezhetd diszjunkcio és negacié segitségével, és viszont. Ez viszont azt jelenti, hogy a fenti
formulat at tudjuk ugy alakitani, hogy abban csak negaciok és diszjunkciok (vagy csak
konjunkciok) legyenek.

10. Definicio

Azokat a formuldkat, amelyek konjunkcids tagok diszjunkcioja, tovabba a konjunkcios

tagok csak kijelentés-valtozokat vagy azok negacidjat tartalmazza diszjunktiv
normalformanak nevezzik.

171.1.7 Megjegyzések és pontositasok

Az el6zd fejezetekben szamos dolgot nem hataroztunk meg, ezért a pontossag
kedveéért — eddigi tudasunk birtokaban — vissza kell tekintenunk. Elhagytuk példaul annak a
meghatarozasat, hogy mit neveziink formulanak! Azért csak most mondjuk ki ezt, mert a
definicié annyira Ujszer( a matematikaval most ismerkeddk szamara, hogy ennek definialasa
most célszer(.

11. Definicio

Legyenek p,,p,,..., p, Kijelentés-valtozok.
1. AKkijelentés-valtozok mindegyike formula

2. Ha A és B formulak, akkor az (A A B), (A v B), (—=A), (A — B), (A <> B), formulak.

3. Mas formula nincs.

A definicié segitségével minden kifejezésrél elddnthetd, hogy az a kijelentés-logika
formulaja e vagy sem.

12. Definicio

Két formulat ekvivalensnek neveziink, ha a benne szerepld kijelentés-valtozék dsszes
lehetséges értékére a két formula azonos értéket vesz fel.

171.1.8 Predikatumkalkulus

TekintsUk az alabbi kovetkeztetési sémakat!
Minden macska emlds allat.

Cirmi macska.

Cirmi eml6s allat.

Van olyan, aki minden macskat utal.
Cirmi macska

Van, aki utalja Cirmit.
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Habar természetes nyelvi érzékink helyesnek tartja a premisszakbol valé
kovetkeztetéseket, a kijelentés-kalkulus eszkozeivel — formalisan — semmit sem allithatunk a
kovetkeztetések helyes vagy helytelen voltarél. Ennek oka, hogy a kijelentéslogika nem
képes kezelni a ,,minden” és ,,van olyan” kifejezések Iényeges jelentéstani kiildbnbségét. A
mondatok finomabb szerkezetének vizsgalatdhoz a predikatumlogika biztosit eszk6zrend-
szert.

A Kkijelentés-kalkulus targyalasa soran bevezettik az egy-, illetve az n-valtozoés
predikatum fogalmat, ahol az U dolgoknak egy Osszessége és a P(X) egy egyvaltozos
predikatum volt. Megallapitottuk az el6z6 fejezetben, hogy ha az U-nak egy tetszdéleges
elemét behelyettesitjiik a fenti nyitott mondatba, akkor kijelentést kapunk.

171.1.8.1 Univerzalis kvantifikacio

A fenti predikatumot a ,,minden x-re...”, vagy a ,tetszéleges x-re...” tipusu mondat-
résszel bovitjuk, akkor az univerzalis kvantifikacio miveletét végezzik el.

Példa:
Haa
P(X) = X paros szam

egy predikatum, az U alaphalmaz pedig az Osszes valés szam, akkor a fenti
kiegészitéssel a predikatumunk a kdvetkezére — szintén predikatumra — valtozik:

Minden X-re X paros szam.

(Magyarosabban: Minden szam paros.) Formalisan az univerzalis kvantort a V jel fogja
jelolni. A ¥xPx (olvasva: minden x-re P(x). Egy ilyen moédositott predikatumhoz hozzarendel-
hetd az ,igaz”, ,hamis” értékek valamelyike az alabbi médon:

13. Definicié

i ha minden x eU esetén|P(x)| =i
VXPx =
h més esetben

171.1.8.2 Egzisztencialis kvantifikacio

Amennyiben a fentieket ugy modositjuk, hogy a ,minden...” és rokon értelmi meg-
fogalmazasait a ,létezik olyan x...”, ,van olyan x...” megfogalmazasokkal helyettesitjuk —
azaz, az eredeti predikatumot a fenti el6taggal latjuk el —, akkor az egzisztencialis
kvantifikacié mlveletét végezzik el.

Formalisan az egzisztencialis kvantort a 3 jel fogja jel6lni. A IXPx olvasva: létezik x
amelyre P(x). Egy ilyen mddositott predikdtumhoz hozzarendelheté az ,gaz’, ,hamis”
értékek valamelyike az alabbi médon:

14. Definicio

i ha van olyan x eU amelyre|P(x)| =i
IXPx = )
h mas esetben

Megjegyzés

Ha ugy tetszik, akkor a kijelentéseink ,finomabb” szerkezetét tudjuk a fentiekkel leirni.
Ez gyakorlatilag annyit tesz, hogy kijelentéseinkben a minden és a létezik kifejezéseket
praktikusan kezelni tudjuk. Erdekes és fontos tény, hogy a most tanult eszkdzrendszer
alkalmas a matematikai tételek és bizonyitasok formalizélasara. Azt, hogy milyen nyelvi
eszkozrendszer, milyen objektumokat képes kezelni, a formalis nyelvészet és a matematikai
logika mélyebb fejezetei targyaljak.
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Példak:

Formalizaljuk a kézismert
,Ki koran kel, aranyat lel.”
kézmondast! A kdzmondas érezhetéen ugy fogalmazhaté at, hogy
.Mindenki, aki koran kel, az aranyat lel.”
Habar stilarisan borzalmasnak is tlnik, de a
.Mindenkire igaz, hogy ha koran kel, akkor aranyat le.”

atfogalmazas teljes korlien feltarja a mondat szerkezetét. Latjuk, hogy az univerzalis
kvantort és az implikaciét kell alkalmaznunk a formalizalas soran. Legyenek a

P(x) = x koran kel

Q(x) = x aranyat lel

predikatumok adottak, az U alaphalmaz pedig tartalmazza az O0sszes embert. A
fentieket figyelembe véve a

VX(P(x) = Q(x))

formula a fenti mondatot irja le.

171.1.9 De Morgan azonossagok

Matematikai allitasaink bizonyitasakor rendkivul fontos, hogy hogyan kell tagadnunk

egy ,minden...”, illetve ,létezik...” tipusu kijelentést. Tekintsik az el6z6 példaban vett
kézmondast! Ennek a tagadasa — formalisan — nem az, hogy:

»AKi koran kel az nem talal aranyat.”,
s6t nem tekintjik a fenti allitas negaciojanak az
LAKi koran kel az almos lesz és semmit sem talal.”

mondatot sem. Mi biztositja szamunkra azt, hogy a szubjektivnak tekintheté prébalko-
zasok ellenében egy hasznalhaté definiciora tdmaszkodhassunk azokban az esetekben,
amikor egy bonyolultabb szerkezetli mondatot kell negalnunk? Ismét csak a jol ismert De
Morgan azonossagok segitenek.

4. Tétel
(1) = VXPx = Ix—=Px
(2) —3IXPx = Vx—Px

Mivel a VX(P(x) — Q(x)) formulat kell negalnunk, ezért az elsé azonossagot hasznal-
juk. Az eredmény

=(VX(P(x) = Q(x))) = Ix(=(P(x) = Q(x)))

Azaz, van olyan valaki, akire nem igaz, hogy, ha koran kel, akkor aranyat lel.
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171.1.9.1 Ellendrzd kerdések

1.
2.
3.
4.

Definialja az egzisztencialis kvantort!
Definialja az univerzalis kvantort!
Adjuk meg az n-valtozés predikatum fogalmat!

Mondja ki a predikatumkalkulus De Morgan azonossagait!

171.1.9.2 Feladatok

1.

2.

Formalizalja az alabbi kijelentéseket:

a. Létezik paros primszam.

b. Minden négyzet négyszog.

c. Van olyan szamitogép, amelyik elromlik.

d. Nincs olyan szamitégép, amelyik elromlik.

Adott az alabbi kijelentés: ,Minden programozé ismeri a predikatumkalkulust.”

Adjuk meg a kijelentés tagadasat! Adjuk meg a kijelentés és a tagadassal kapott
kijelentés formulajat!

3.

Legyenek adottak a kdvetkez6 predikatumok:

P(x) X prim”,
E(x) ,X paros”
D(x,y) ,y oszthato x-szel”.

Forditsuk le ,magyar nyelvre” az alabbi formulakkal leirt kijelentéseket:
a. E(2) AP(2)

b. 3IxX(E(X) A D(x,6))

Adja meg a predikatumlogika De Morgan azonossagait!

Formalizaljuk le a ,Nem minden arany, ami fénylik” kijelentést!
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2. TEMA

A halmazelmélet alapfogalmai

171.2.1 Bevezetés

Hasonléan a kijelentéshez a ,halmaz” fogalmat is alapfogalomnak tekintjik, azaz nem
definialjuk. Csak a fogalomnak egyfajta kérilirasat, szinonimait adjuk meg. Halmaznak
bizonyos dolgok — jol definialt — dsszességet nevezzik. Példaul halmaznak tekinthetjik a
paros szamok, primszamok, haromszogek, stb. 0sszességét. Nem tekintjuk halmaznak,
viszont az ugyes gyerekek és a finom ennivalok 0sszességét, mert ezek esetében nem
eldénthetd, hogy egy valami eleme-e a halmaznak vagy sem. Halmazt megadhatunk
felsorolassal, illetve predikatummal. A halmazokat nagybetlvel fogjuk jelélni H, K, L, ...
elemeiket pedig kisbetlkkel (x, y, z, ...). Kapcsos zarojel hatarolja a felsorolt elemeket, illetve
a halmazt definialé predikatumokat.

Példak:

1. H:={alma, kérte, macska} A H halmaznak harom eleme van, nevezetesen az alma, a
korte és a macska szavak.

2. K:={x|P(X)} halmaz esetén, ahol a P(x) predikatum jelentheti azt, hogy x paros szam.
Amennyiben az univerzum adott, akkor minden olyan univerzumbeli elem eleme a K
halmaznak, amelyikre a P(X) predikatum igaz.

Azt, hogy egy X elem eleme, illetve nem eleme a H halmaznak az x e Hésazx ¢ H
szimbdlumokkal jeldljuk.

15. Definicio

Ures halmaznak nevezzik, és a & szimbdlummal jeldljuk azt a halmazt, amelynek
egyetlen eleme sincs.

Megjegyzés: hasznalatos még a {} jelolés is.

Az alabbi egyszerl tétel az egzisztencia-tételek csaladjahoz tartozik. Ezek a tételek azt
bizonyitjak, hogy bizonyos matematikai objektumok Iéteznek.

5. Tétel
Létezik az Ures halmaz.
Bizonyitas
Tekintsik a K:={x|P(x)} halmazt, ahol a P(x) predikatum jelentése a kovetkezo:

X paratlan és X kettével oszthato.

|

Megjegyzés

1. A predikatummal torténd elemkivalasztas tényének lehet6ségébdl azonnal kovetkezik,
hogy két lényegileg kiilonbdzé predikatum is kivalaszthatja ugyanazt a halmazt.

2. Mar most bevezetjik azokat a konvencionalis jeldléseket, amelyeket a késdbbiekben
hasznalni fogunk, ezek a kévetkezék:

természetes szamok halmaza
egész szamok halmaza

valos szamok halmaza
komplex szamok halmaza

OIONZ
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Q racionalis szamok halmaza

171.2.2 Részhalmaz

16. Definici6

A H halmaz részhalmaza a K halmaznak, ha H minden eleme egyuttal a K halmaznak
is eleme. Jeldlése: H c K.

Formalizalva a definiciot:
H c K< Vx((xeH) - (xeK))

17. Definicio

A H halmaz valédi részhalmaza a K halmaznak, ha H minden eleme egyuttal K hal-
maznak is eleme, tovabba van olyan K-beli elem, amely H-nak nem eleme. Jeldlése: H — K.

Formalizalva a definiciét:
Hc Ko vx(((xeH) = (xeK)) A 3y(yeK A ygH)))
Megjegyzés:

Fontos, hogy tisztazzuk magunkban az ,elemének lenni”’ és a ,részhalmazanak lenni”
kozotti kuldnbséget!

18. Definicié

Egy H halmaz dsszes részhalmazanak a halmazat a H halmaz hatvany halmazanak
nevezzik és P(H)-val jeloljuk.

Minden halmaznak van két — un. trividlis — részhalmaza, nevezetesen: 6nmaga és az
ures halmaz. Ebbdl kdvetkezéen a hatvanyhalmaz sohasem lehet Ures.

6. Tétel

Ha a H halmaz n elemet tartalmaz, akkor a hatvanyhalmaz elemeinek szama 2" .
Bizonyitas

Mivel a H halmaz véges, ezért elemeit felsorszamozhatjuk, azaz minden halmazbeli
elemet ellathatunk egy természetes szammal. Az igy felsorszamozott elemek ala irjunk egy

0-at vagy 1-et. Az 1 jelentse, hogy az adott elem a részhalmazba tartozik, a O pedig jelentse
azt, hogy az adott elem nem lett kivalasztva.

Példaul, az alabbi abran egy 21 elemd halmazbdl (annyi kdr van a sorban) a feketék
egy részhalmaz elemeit jelentik.

0000@00@00000@@00000®
Az ehhez a kivalasztashoz rendelt ,bitsorozat” pedig
000010010000011000001.
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Koénnyen belathatd, hogy minden 21 hosszu bitsorozat pontosan egy részhalmazt
hataroz meg, és megforditva, minden kivalasztott részhalmazhoz — ezek a fekete karikak —
megadhatunk pontosan egy 21 hosszu bitsorozatot. Azaz, az 0Osszes lehetséges 21
hosszusagu bitsorozatok szdma azonos a 21 elemi halaz részhalmazainak a szamaval. Ez

pedig nem mas, mint 2*'.
A gondolatmenetet tetszéleges n-elemi halmazra megismételve bebizonyitottuk az
allitast.

M
171.2.3 Unio

Ha adott halmazoknak egy elegendéen b osztalya, akkor lehetéséglink van arra, hogy
miveleteket definialjunk két halmaz kozott.

19. Definicio

Adottak a H és K halmazok. A H és K halmazok unidja (jeldlése: H U K) is halmaz,
tovabba

Hou K={x|(xeH) v (xeK)}

Megjegyzés
A definicio tetszélegesen sok halmazra is kiterjesztheté. Nevezetesen:
UH,
iel

ahol | tetsz6leges szamossagu indexhalmaz.

171.2.4 Venn-diagram

Nagyon hasznos segédeszkdzt jelenteken a Venn-diagramok. Ezek a sik ponthalmaza-
ként illusztraljak az altalanos halmazokat. Egy téglalap jeldli az univerzumot és egy-egy
egymasra nyulé kérlap az adott halmazokat.

A fenti dbran a két kor jeldli a két halmazt, a belll 1évé pontok pedig az elemeket
illusztraljak. Sok esetben csak a kdrlap hatarolta ponthalmazok jelélik az elemeket.

H
K
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171.2.5 Metszet

20. Definicié

Adottak a H és K halmazok. A H és K halmazok metszete (jelélése H n K') is halmaz,
tovabba

HnK:={x (xeH) A (xeK)}

Megjegyzés
A definicid — hasonléan az uniénal latottakhoz — tetszblegesen sok halmazra is kiter-
jeszthetjuk.
NH,

iel

171.2.6 Kulonbség

21. Definicio

Adottak a H és K halmazok. A H és K halmazok kiilonbsége (jelolése H \ K) is
halmaz, tovabba

H\K :={x| (xeH) A (xgK)}

H
K

A fenti Venn-diagramon a besatirozott tertlet jeloli a H \ K halmazt.

Sok esetben hasznaljuk a szimmetrikus kulénbség fogalmat, amelyet az alabbi médon
definialunk:

22. Definicio
HAK:=(H\K)uU (K\H)
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K

Az arnyékolt tertlet jeldli a két ponthalmaz szimmetrikus kilénbségét.

171.2.7 Komplementer

23. Definicié

Adott a H halmaz. A H halmaz komplementer halmaza (jeldlése: H ) is halmaz,
tovabba:

H = {x| xg H}.

Megjegyzés

Ez utdbbi fogalomnak csak akkor van értelme, ha definialunk egy a H halmazt is
tartalmazo6 un. univerzumot.

U

A fenti Venn-diagrambdl jél kittinik, hogy H = U \ H.

171.2.8 Egyszeriibb allitasok

24. Definicio

Két halmazt egyenlének nevezink, ha pontosan ugyan azokat az elemeket
tartalmazzak.

7. Tétel
Tetszéleges H, K, L halmazokra
1. HcH
2. HaHc Kés K c H, akkor H =K.
3. HaH =K, akkor H c K és K c H egyidejlileg teljesiinek.
Bizonyitas:
A definiciokbdl trivialisan kdvetkeznek.
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8. Teétel
Tetszdéleges H, K, L halmazok esetén:
1. H n H = H (idempotencia)
22HUH=H
3. Hn K=K n H (kommutativitas)
4 HuK=KuUH
5. HhK)uL=(HuL)n (KuL) (disztributivitas)
6. HUK)nL=(HnL)U(KnL)
7.HN K)nL=Hn (KnL) (asszociativitas)
8. HuUK)uL=HuU ((KuUL)
Bizonyitas

A definiciok alapjan nyilvanvald, ezért azt az olvasoéra bizzuk. Segitségul csak annyit,
hogy az el6z6 tétellnk alapjan a kétoldali tartalmazasokat (7. tétel 2. allitasa) kell belatnunk.

|

9. Tétel (Halmazelméleti De Morgan azonossagok)

Tetszéleges H, K halmazokra teljesiil, hogy

(HUK)=HNK

(HNK)=HUK
Bizonyitas

Mindkét azonossag a definiciokra tdmaszkodva a kétoldali tartalmazas segitségével
konnyen belathato.

|

171.2.9 Descartes szorzat

25. Definicio

Adott H és K tetszéleges halmazok H x K Descartes szorzatan a
H x K :={(a,b)| (aeH) A (beK)}

rendezett parokbdl allé halmazt értjuk.

Az el6bbi definicidt tetszdlegesen sok halmaz szorzatéra is altalanosithatjuk. Mi csak
véges sok halmaz szorzatéat definialjuk az alabbi médon:

H,xH,x...xH ={(@,a,,...,a,)|a eH,}

Két halmaz Descartes szorzata, tehat a két halmaz dsszes lehetséges rendezett parjat
allitia el6. Természetesen a miiveletben résztvevé halmazoknak nem kell feltétlendl
kulénbdznie egymastol. Az alabbi példak ,nevezetes” Descartes szorzatok:

ZxZ a sik egészkoordinataju racspontjainak a halmaza
N x N az els6 siknegyed egészkoordinataju racspontjainak a halmaza
R xR a szamsik pontjainak a halmaza (R?)
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R xR xR a tér pontjainak a halmaza (R%
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171.2.10 Ellen6rz6 kérdések, feladatok

1.

> w0 DN

© ©® N o u

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.
18.
19.

Mi a kildnbség a részhalmaz és a valddi részhalmaz kozott?
Adjon példakat arra, amikor az adott dolgok 6sszessége nem hataroz meg halmazt!
Mondja ki a halmazelmélet De Morgan azonossagait!

lllusztralja Venn-diagram segitségével a metszetet, uniot, kaldnbséget, szimmetrikus
kulénbseéget!

Mi a szerepe a predikatumoknak a halmazok megadasaban?

Két kilonbdzé predikatum kijeldlheti-e ugyanazt a halmazt?

Egy predikatum kijelolhet e két — egymastol kiilonb6zé — halmazt?

Rajzolja fel az A és B halmaz szimmetrikus kiilénbségének Venn-diagramjat!

Bizonyitsa vagy cafolja, hogy tetsz6leges H, K és L halmazok esetén
(HxK)xL=Hx (KxL).

Bizonyitsa vagy cafolja, hogy a metszetképzés disztributiv a Descartes szorzatra!
Bizonyitsa vagy céfolja, hogy a Descartes szorzat asszociativ!

Bizonyitsa vagy cafolja, hogy a Descartes szorzat kommutativ!

Bizonyitsa vagy cafolja, hogy A\(Bu C)=(A\B)\C!

Bizonyitsa vagy céfolja, hogy A\(B\C)=(A\B)U(AnC)!

Bizonyitsa vagy céafolja, hogy (AUB) "nA=ANB!

Bizonyitsa vagy céfolja, hogy AN (BAC)=(AnB)A(AnC)!

Bizonyitsa be, hogy egy n-elemi halmaznak 2" részhalmaza van!

Bizonyitsa be, hogy P(A n B) = P(A) n P(B)!

Bizonyitsuk be, hogy ha A c A, c...c A, € A, akkor a sorozatban szereplé halmazok
egyenl6k!
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3. TEMA

Relaciok és leképezések

171.3.1 Relacioé

Az egyik leghasznosabb fogalmunk lesz az algebrai ,relacié” fogalma.
26. Definicié

A H és K halmaz Descartes-szorzatanak tetszbleges p részhalmazat a H és K
halmazok kozotti kétvaltozds relacionak nevezzuk.

Megjegyzés

1. Ha (a,b) € H x K, akkor azt ugy is jelolhetjiik, hogy apb, és ugy olvashatjuk ki, hogy a
relaciéban van b-vel.

2. Amennyiben H és K azonosak, akkor halmazon értelmezett relaciordl beszéllink.

H p(c HxK) K

A fenti — grafokkal abrazolt — relacio, az alabbi Descartes-szorzatbdl
Al A2 A3 A4
B,1 B2 B3 B4
Cl C2 C3 C4
D,1 D2 D3 D4
E.l E2 E3 E4
Fl1 F2 F3 F4

a kovetkez6 elemparokat jeldli ki:

Al - - -
Bl - - -
- - C3 C4
D1 - - -
- - - E4
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A kétvaltozos relacio fogalmat természetes modon terjeszthetjuk ki az n-darab halmaz
kozotti kapcesolatot leird n-valtozos relaciés fogalmara.

27. Definicio

A H, H,,...,H, halmazok H, xH, x...xH  Descartes szorzatanak egy tetszéleges p

részhalmazata H,,H,,...,H, halmazok kdzétti n-valtozés relacionak nevezzik.

Megjegyzés

1. A Descartes szorzat egy részhalmazanak kijelélésekor a predikatumok alkalmazasa most
is célszer(i. Példaul a ,azonos padban Ulni” kapcsolat leirdsahoz alkalmazzuk az eléadé
teremben Ul hallgaték halmazanak dnmagaval vett Descartes szorzatat, majd ebbdl
P(x,y) predikatum segitségével — x azonos padban (il y-nal — valogassuk le azokat és
csakis azokat a parokat, amelyekre a predikatum igaz.

2. A relacidkat a mar megismert racspontok részhalmazanak kijeldlésén, vagy felsorolasan
tal an. iranyitott grafokkal is abrazolhatjuk. Tekintstik a H = {1,2,3,4,5} halmazon defini-
alt alabbi relaciot!

A halmaznak az dnmagaval vett Descartes-szorzata nem mas, mint az 5 elembdl
képezhet6 Gsszes rendezett szamparok halmaza. Azt, hogy az (1,1), (1,2), (2,5), (3,4), (3,5),
(4,4) elemei a relacionak az abrazolja, hogy az elemparok elsé elemeibél olyan nyilak
indulnak ki, amelyek az elemparok masodik elemeibe futnak be. Példaul az 1-es elembdl két
nyil indul ki, amelyek az 1-es elembe és a 2-es elembe futnak be. Ez a két nyil jeldli az (1,1)
és az (1,2) elempart.

171.3.2 Specialis relaciok

28. Definicio

A H halmazon értelmezett p relacié reflexiv, ha VxeH esetén: xp x.

Az alabbi példainkban ismét a H = {1,2,3,4,5} halmazon definialt relaciok segitségével
mutatjuk be a specialis eseteket. A

relacio nem reflexiv, mert csak az l-es és a 4-es elemek vannak relaciéban sajat
magukkal, azaz nem mind.

Az alabbi relacio reflexiv, mert minden elem relacioban van egymassal.
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By

Egy graf akkor abrazol reflexiv relaciot, ha minden csomépontban van egy énmagaba
visszakanyarodd nyil. Ha csak egy csomopont esetében ez nem teljesll, akkor az abrazolt
relacié nem reflexiv.

29. Definicio

A H halmazon értelmezett p relacié szimmetrikus, ha VX,yeH esetén: Xxpy — ypx.

A

S

relacié nem szimmetrikus, mert példaul az 1 relacidban van a 2-vel, de 2 nincs relaciéban
az 1-gyel. Egy graf akkor abrazol szimmetrikus relaciét, ha valahanyszor egy A elembdl
indul ki nyil egy B elembe mindannyiszor a B elembdl is fut nyil az A elembe. Az alabbi
relacio szimmetrikus:

H
N
IN

Habar a definiciobol azonnal kdvetkezik, de kilon is felhivjuk a figyelmet arra, hogy ha
egyetlen nyil sincs a grafban — azaz, az Ures relaciérdl van sz6 — vagy egyetlen elembdl sem
indul ki nyil egy masik elembe, a relacié akkor is szimmetrikus. Ez a definiciobdl azért
kovetkezik, mert az egy implikaciét fogalmaz meg, és mint azt mar megtanultuk, az
implikacié csak egy esetben hamis, amikor az implikacio el6tagja igaz, az utdtagja pedig
hamis. Tehat az alabbi relacié is szimmetrikus:

30. Definicio

A H halmazon értelmezett p relacio tranzitiv, ha Vx,y,zeH esetén: ((xoy) A (Yo 2)) —>
Xp Z.

Az elébbi példainkhoz hasonléan bemutatunk egy nem tranzitiv és egy tranzitiv
relaciot.
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Ez a relacié nem tranzitiv:
X /

<

A tranzitivitas ott séril, hogy az 1 relaciéban van a 2-vel, a 2 relacidban van az 5-tel, de
az 1 nincs relacioban az 5-tel.

Megjegyzés

Ha egy relacio nem reflexiv, akkor irreflexiv. Ez mar akkor is igaz, ha egyetlen X elem
esetén sérul a reflexivitas. Ennél er6sebb fogalom, ha egyetlen elem esetén sem engedjuk
meg azt, hogy relaciéban legyen dnmagaval. Ezt fogalmazza meg az alabbi

31. Definicié

A H halmazon értelmezett p relacié antireflexiv, ha VxeH esetén: (x,x) & p.

Hasonldan élesithetjuk a szimmetria fogalmat:
32. Definicioé

A H halmazon értelmezett p relacié antiszimmetrikus, ha Vx,yeH esetén: ((xp y) A
(YoX)) > x=y.

171.3.3 Ekvivalencia relacio

Az objektumok leirasaban és az absztrakt fogalmak konstrukcidjaban alapvetd
jelenséggel bir az ekvivalencia relacié fogalma.

33. Definicio

Ha a H halmazon értelmezett relacié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, akkor azt
ekvivalencia relaciénak nevezziik.

171.3.4 Rendezési relacio
34. Definicié

Ha a H halmazon értelmezett relacié reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv, — és a relacio
az egyenlének lenni relaciotol kulonbdz6, — akkor azt rendezési relaciéonak nevezzuk.

35. Definicio

Ha a H halmazon értelmezett egy rendezési relacio, akkor a halmazt részben
rendezettnek nevezzik.

Megjegyzés

1. A ,részben” jelz8s szerkezetnek azért van létjogosultsaga, mert van olyan részben
rendezett halmaz, amelynek nem minden eleme hasonlithatd 6ssze. Szemléletesen is
elképzelhetjuk ezt! Egy részben rendezett halmaz elemeit nem allithatjuk olyan sorba,
ahol az elemek mindegyike vagy megel6z vagy kévet valamely masik elemet.

2. Ha a fenti definicionkat kiegészitjilk azzal a feltétellel, hogy Vx,yeH esetén

|(Xxoy) v (Yo X)| = 1, akkor linearisan rendezett halmazhoz jutunk. Ez utébbi gyakorlatilag
azt jelenti, hogy tetszéleges két elem 6sszehasonlithato.
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171.3.5 Leképezés

A relacioknak, a fentiektdl eltéré, egy masik osztalyozasat adja a kovetkezd
36. Definicié

A ¢ < H x K relaciét leképezésnek nevezzik, ha VxeH esetén lyeK, amelyre
teljesul, hogy (x,y) € H x K.

Megjegyzés

1. A definicio azt jelenti, hogy a H x K egy részhalmazat, akkor (és csakis akkor) tekintjuk
leképezésnek, ha minden H-beli elemhez Iétezik pontosan egy K-beli elem, amivel az
relacidban van.

2. A 3! szimbdélumot Ugy olvassuk, hogy ,létezik pontosan egy”.

3. A két halmaz kdzétti leképezeés, és az elétanulmanyokban megismert fiiggvény fogalma
egy és ugyanaz. A H halmazt a leképezés értelmezési tartomanyanak, mig a K halmazt
a leképezés értékkészletének nevezzik.

A ¢ < H x K leképezést a tovabbiakban, a konvenciét kovetve, a ¢ : H —» K

formaban fogjuk megadni. Azt, hogy a leképezés az x elemet y elembe viszi at a ¢(x) =y
fogja jeldlni.

Az alabbi példa a H és K halmazok kdzotti relaciot, illetve leképezést illusztralja.

H o(c HxK) K

A fenti relacié nem leképezés, mert H halmaznak nem minden eleméhez rendel K-beli
elemet, azaz, nem minden H-beli elembdl indul ki nyil. Az alabbi pedig azért nem leképezés,
mert van olyan H-beli elem, amelyhez egynél tobb elemet rendel a relacio, azaz egy H-beli
elembél egynél tébb nyil indul ki.

H o(c HxK)

Az alabbi megfeleltetés mar leképezés.
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Tovabb szigoritva a definicidt jutunk el a specialis leképezésnek tekintendd, injekcio,
sziirjekcio és bijekcié fogalmahoz.

171.3.6 Injekcié

37. Definicio

A ¢ : H — K leképezést injekcionak (injektiv leképezésnek) nevezzik, ha Vx,yeH
esetén, ahol x # y teljesul, hogy ¢(x) = ¢(y).

Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy egy leképezés akkor injekcio, ha kulonb6zé elemek-
nek a képe is kilonb6zé.

Az alabbi leképezés nem injekcio.

H ¢o:H—>K K

171.3.7 Szurjekcié

38. Definicio

A ¢ H — K leképezést sziirjekcionak (szurjektiv leképezésnek) nevezzik, ha VyeK
esetén IxeH, amelyre teljesil, hogy ¢(x) =Y.
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Szemléletesen ez azt jelenti, hogy szurjekcio esetén az értékkészlet (K halmaz)
minden elemének van ,6se” a H halmazban.

Az alabbi leképezés nem szurjekcioé:

H ¢o:H—->K K

Ez a leképezés egy sziirjekcid, de nem injekcio.

H ¢o:H—->K

171.3.8 Bijekcié

39. Definicio

A ¢ H — K leképezést bijekcionak (bijektiv leképezésnek) nevezziik, ha injektiv és
szirjektiv.

Az alabbi leképezés példa bijekciora:

H ¢0:H—->K

Megjegyzés

Konnyen belathatd, hogy két véges sok elemet tartalmazd halmaz kézott akkor és
csakis akkor létesithetd bijektiv leképezés, ha azonos szamu elemet tartalmaznak.

171.3.9 Leképezések szorzasa (kompozicioja)
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Legyen ¢ : H —» K és y: K — L leképezések. Mivel ¢ leképezés, ezért minden H-beli
X elemhez létezik pontosan egy ¢(x) elem, amely természetesen a K halmaznak az eleme.
Tovabba, mivel  is leképezés, ezért minden K-beli elemhez, igy a ¢(X)-hez is, létezik
pontosan egy L-beli y{¢(x)) elem. Azaz, a két leképezés egymas utani végrehajtasanak

eredményeképpen, minden x € K elemhez, megadhaté pontosan egy y(¢(x)) € L elem, ami
azt jelenti, hogy két leképezés egymas utani végrehajtasa a fenti halmazok esetén szintén

« sz

nevezzuk.

Jelolésikben az irodalom nem egységes, néha, ha mint Osszetett fluggvényként
tekintlink két leképezés kompozicidjara, akkor y(@(x)) jelolést hasznaljuk, ahol a ,belsé”
fuggvény eredményéhez rendel értéket a kulsé fuggvény. Ha absztrakt algebrai szempontbal

vizsgaljuk a leképezések szorzasat, akkor a w o @ jeldlést hasznaljuk, amelyet jobbrdél balra
olvasunk Ki.

Leképezések kompozicidjat (vagy Osszetett flggvényt) mar a kozépiskolaban is
hasznaltunk. Gondoljunk példaul a 1/|sin(x)| fliggvényre, ahol rendre a szinusz, majd az
abszolut érték, végul a négyzetgyok figgvény ,hajtédik” végre.

A leképezések szorzasanak tulajdonsagait, a mivelet fogalmanak bevezetésekor
részletesen is megvizsgaljuk. Addig is néhany egyszerd, és rovidesen felhasznalando allitast
mondunk Ki.

Az alabbi graf egy szorzatleképezést illusztral:

yop:H —> L
10. Tétel
Ha ¢ és yinjektiv leképezések, akkor a iy o ¢ leképezés is injektiv.
Bizonyitas
A tétel — a definiciokra kdzvetlendl tamaszkodva — feladatként kell belatnia az olvasé-
nak.
|
11. Tétel
Ha ¢ és y bijektiv leképezések, akkor a iy o ¢ leképezés is bijektiv.
Bizonyitas
A tétel — a definiciokra kozvetlenul tamaszkodva — feladatként kell belatnia az olvasoé-
nak.
M
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171.3.10 Inverz leképezés
40. Definici6

Legyen ¢ : H — K egy leképezés. Ha a ¢ ' : K — H leképezés olyan, hogy VxeH
esetén ¢ (p(x)) = x, akkor a ¢ ' leképezést a ¢ leképezés inverzének nevezziik.

Megjegyzés

A definicié gyakorlatilag azt jelenti, hogy ha egy leképezés utan végrehajtjuk annak az
inverz leképezését — mar amennyiben az egyaltalan létezik — akkor a két leképezés egymas
utani végrehajtasa minden elemet 6nmagahoz rendeli hozza. Vezessuk be az identikus
leképezés egyszerl, de rendkivil fontos fogalmat! Ha egy H halmaz minden eleméhez
hozzarendeljik sajat magat, akkor leképezésrél beszélhetiink. Ezt a leképezést formalizalja
és irja le az alabbi

Az alabbi graf egy leképezés inverzét szemlélteti.

41. Definicio

Az ¢ H — H leképezést identikus leképezésnek nevezziik, akkor és csakis akkor, ha
minden H-beli x elem esetén &x) = x.

Megjegyzés

Ha ismerjuk az identikus leképezés fogalmat, akkor ,elegansabban” is, bar az el6z6vel
ekvivalens modon, definialhatjuk az inverz leképezés fogalmat, nevezetesen:

A ¢ leképezés akkor és csakis akkor inverze a ¢ leképezésnek, ha ¢ * o p=po p'= ¢

171.3.11 Halmazok osztalyozasa és az ekvivalencia relacié
42. Definicié

A H halmaz részhalmazainak egy H ,, y € I', rendszerét — ahol I tetszéleges szamos-
sagu — indexhalmaz a H halmaz osztalyozasanak, vagy mas néven particionalasanak
nevezzik, ha teljesulnek az alabbi feltétetlek:
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1. H,z0, VyeTI esetén
2. HynHs =0, y#2 06, 0l

3. UHy =H.

yell

Megjegyzés

1. Az elsé feltétel biztositja azt, hogy egyetlen — a particionalasban szerepl6 — részhalmaz
se legyen Ures, a masodik feltétel szerint a kivalasztott részhalmazok paronként
diszjunktak, mig a harmadik kivanalom arrél gondoskodik, hogy a részhalmazok unidja
lefedje a H halmazt.

2. Erdekes — és szempontunkbdl fontos — az a szoros kapcsolat, amely egy halmazon
értelmezett ekvivalencia relaciok, és a halmaz osztalyozasai kozotti kapcsolatra
vonatkozik. Erre a kapcsolatra utal az alabbi

12. Tétel

A H halmazon értelmezett minden ekvivalencia relaciéhoz tartozik egy és csakis
egy osztalyozasa a halmaznak, és megforditva, a H halmaz minden osztalyozasahoz
hozzarendelhet6 egy és csakis egy ekvivalencia relacio.

Megjegyzés

1. Az el6bbi allitas szerint pontosan annyi osztalyozasa van egy H halmaznak, mint
amennyi ekvivalencia relacié definialhaté a H halmazon.

2. Ha egy halmazon definialunk egy ekvivalencia relaciot, akkor az szétesik un. ekvivalencia
osztalyokra, amely osztalyok a halmaz egy osztalyozasat szolgaltatjak. Az egy osztalyba
tartozd elemek — és csakis 6k — allnak relaciéban egymassal.

3. Az ekvivalencia osztalyok lehet6séget adnak un. absztrakt definiciok konstrualasara is.
Példaul tekintslk a sik 0sszes egyenesének a halmazat! Két egyenes legyen relacioban
akkor és csakis akkor, ha azok parhuzamosak egymassal! A definialt relacié trivialisan
ekvivalencia relacio, és ezért a sik 6sszes egyenesének a halmaza szétesik ekvivalencia
osztalyokra. Az egy osztalyba tartozé egyenesek egymassal parhuzamosak. Egy ilyen
osztalyba tartozd elemek k6zds tulajdonsag segitségével definialhatjuk példaul az irany
fogalmat.
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171.3.12 Ellen6rz6 kérdések, feladatok

1.

Legyen H = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Két elem legyen relacioban egymassal akkor és
csakis akkor, ha a + b < 10. Rajzolja fel a relacio grafjat, majd elemezze tulajdonsa-
gait. (Reflexivitas, szimmetria, tranzitivitas, stb.)

Legyen H = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Két elem legyen relacioban egymassal akkor és

csakis akkor, ha a|b (a osztdja b-nek). Rajzolja fel a relacio grafjat, majd elemezze
tulajdonsagait.

Legyen H = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Két elem legyen relacioban egymassal akkor és

csakis akkor, ha 2||a — b| (@ — b abszolit értéke oszthatd kettével). Rajzolja fel a
relacié grafjat, majd elemezze tulajdonsagait.

Jeldlie a H alaphalmaz a féldon eddig élt 6sszes embert. Két H-beli elem legyen
relaciéban egymassal, ha

a. a testvére b-nek.

b. a édesanyja b-nek.

c. a magasabb mint b.

d. a azonos orszagban él (élt) mint b.

e. a-nak és b-nek egy napon van (volt) a sziletésnapja. Elemezze a fenti relaciok
tulajdonsagait!

Mutasson példat olyan relaciéra, amelyik nem reflexiv, nem szimmetrikus és nem
tranzitiv!

Jeldlie R a valés szamok halmazat. Tekintsiik az R x R-nek, az alabbi részhalmazat,
ahol a részhalmazt a sétét vonal jelzi.

A

RxR

Lehet-e a fenti részhalmaz binér relacié a valés szamok halmazan? Ha igen, akkor
lehet-e ez leképezés?

Jeldlije R a valés szamok halmazat. Legyen a € R relacidban b € R-rel, akkor és
csakis akkor, hab = a2 Leképezés-e, ez a relacido? Ha igen, akkor jellemezze a tulaj-
donsagait, ha nem, akkor indokolja azt! Rajzolja fel a relacié grafjat! Mit allithatunk az
inverz |étezésérdl?
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8.

10.

Jeldlije R a valés szamok halmazat. Legyen a € R relacidoban b € R-rel, akkor és
csakis akkor, ha b = cos(a). Leképezés-e, ez a relacio? Ha igen, akkor jellemezze a
tulajdonsagait, ha nem, akkor indokolja azt! Rajzolja fel a relacié grafjat! Mit
allithatunk az inverz létezésérol?

Jeldlje R a valds szamok halmazat. Legyen a € R relacioban b € R-rel, akkor és

csakis akkor, ha b :\/5 . Leképezés-e, ez a relacio? Ha igen, akkor jellemezze a
tulajdonsagait, ha nem, akkor indokolja azt! Rajzolja fel a relacié grafjat=

Jeldlije R a valés szamok halmazat. Legyen a € R relacioban b € R-rel, akkor és
csakis akkor, ha b = log(a). Leképezés-e, ez a relacio? Ha igen, akkor jellemezze a
tulajdonsagait, ha nem, akkor indokolja azt! Rajzolja fel a relaci6 grafjat! Mit
allithatunk az inverz létezésérol?
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4. TEMA

Halmazok szamossaga

171.4.1 Bevezetés

A halmazok elemszamaira — roéviden: szamossagukra — vonatkozd vizsgalatainkhoz,
alapvet6 lesz az alabbi

43. Definicio

Két halmazt ekvivalensnek neveziink, ha létesithetd kdzottiik bijektiv leképezés.*

Megjegyzés
1. Azt, hogy két halmaz ekvivalens azt H = K jeldli a tovabbiakban.
2. Azt, hogy egy halmaznak n eleme van a |H | = n fogja jeldlni.

3. Koénnyi belatni azt, hogy ha |[H | = n és |K | = m, akkor a két halmaz akkor és csakis
akkor lehet ekvivalens egymassal, ha n = m. Ez utébbi azt jelenti, hogy ,véges” hal-
mazok esetén az ,ekvivalensnek lenni” és az ,ugyanolyan sok elemet tartalmazni’ az
ugyan azt jelenti. Dedekind a fenti alapvetést altalanositva mondta ki az alabbi két
definiciot:

44. Definicié

| Egy H halmaz végtelen szamossagu, ha létezik olyan K < H, hogy H = K teljesdl.

45, Definicio

| Ha egy halmaz nem végtelen, akkor véges.

Megjegyzés

Vegyuk észre, hogy az el6z8 definicié egy olyan tényhez kéti a végtelen szamossagot,
amely véges sok elemet tartalmazé halmazok esetében nem létezhet, ezért be kell latnunk
azt, hogy egyaltalan létezik-e végtelen szamossagu halmaz.

13. Tétel

Van végtelen szamossagu halmaz.
Bizonyitas

Tekintsik a természetes szamok N és a paros szamok P halmazat. A ¢ : N — P
legyen az a leképezés, amelyik minden természetes szamhoz hozzarendeli a kétszeresét,
azaz ¢(n) = 2n. A leképezés nyilvanvaldéan injektiv és szlrjektiv, azaz bijektiv, masrészt
P — N is teljesdl, tehat N végtelen szamossagu halmaz.

M
14. Tétel

A sik egész koordinataju racspontjainak a halmaza ekvivalens a természetes
szamok halmazaval.

* A természetes szam fogalmanak kialakuldsa — talan — ennek az &si felismerésnek
készdnhet6. Minden esetre Bolzano (1781-1848), Dedekind (1831-1916) és Cantor (1845-
1918) ez utdbbi gondolatmenet kdvetkezetes alkalmazasaval jutott el a szamfogalom mai —
széles korben elfogadott — képéhez.
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Bizonyitas

Bizonyitasunk azon a kdnnyen belathaté tényen alapul, hogy ha egy halmaz elemeit
felindexelhetjik — azaz a halmaz minden eleméhez hozzarendelhetlink egy és csakis egy
természetes szamot —, akkor a halmaz pontosan annyi elemet tartalmaz mint ahany eleme
van a természetes szamok halmazanak. A felindexelést formaja az alabbi

a,,d,,d,,...

Az elemek jobb alsé részén taladlhatd természetes szamok az indexek, vagy
sorszamok. Ha egy halmaz minden eleméhez hozzarendeljik az indexét, akkor ez a
megfeleltetés bijekcio.

Ennyi el6készités utan ugy latjuk be a tételt, hogy felindexeljik a sik egészkoordinataju
racspontjainak a halmazat. Tekintslik az alabbi bejarasat a racspontok halmazanak:
z2*72=7"
———— <—<—<—<—
l — e ——

l<—<—<—<—
fie=l
IR !

Rneaandh

A bejaras soran a (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), (-1,1), (~1,0),... sorrendben jarhatjuk be a
racspontok halmazat. Barmelyik racsponthoz elérkezink véges sok — és egyértelmien
megadhat6 — Iépésben, és megforditva minden természetes k szamhoz hozzarendelhetjiik
azt az egyetlen racspontot, amelyikhez a k. Iépésben jutunk el. Azaz, a bejarassal definialt
megfeleltetés bijekcio.

|

15. Tétel
A racionalis szamok halmaza ekvivalens a természetes szamok halmazaval.
Bizonyitas

Azt fogjuk belatni, hogy az &sszes racionalis szam felindexelhet§ a természetes
szamokkal. A racionalis szamok azok a szamok, amelyek felirhatok két egész szam
hanyadosaként, ahol a nevez6 nem zérus. Elsé lépésben a pozitiv racionalis szamokra
bizonyitjuk tételinket. Tekintsuk az alabbi — végtelen sok sorbdl és oszlopbdl — allo
tablazatot!

1. 2. 3. 4. oszlop
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Tablazatunk egy-egy pozitiv racionalis szamot tébbszor is tartalmaz, de minden pozitiv

racionalist tartalmaz. Példaul az r = —, g # 0 tetszdleges racionalis szamot megtalalhatjuk a

p. oszlop és a (. sor keresztez6désében. Tekintsik a nyilakkal szemléltetett bejarast. Ez a
bejaras egy felindexelését jelenti a pozitiv raciondlis szamok halmazanak. Az igy felindexelt
sorozatbdl hagyjuk el az ismétlédéseket, azaz egy racionalis szam egyszer és csakis
egyszer szerepeljen a felsorolasban.

Hasonlé gondolatmenettel lathatjuk be, hogy a negativ racionalis szamok halmaza is
ekvivalens a természetes szamok halmazaval.

Hatra maradt viszont annak a megvalaszolasa, hogy ha e két — a természetes szamok
halmazaval ekvivalens — halmazt uniézunk, akkor mit mondhatunk az unié szamossagarol.

Segédtétel

HaH = NésK = N, akkor (HUK) = N.
Ha H és K ekvivalensek a természetes szamok halmazaval, akkor felindexelhet6k.
Legyenek

H=a,a,,4a;,...

K=b,b,,b,,...
egy-egy felsorolasa a két halmaznak. Tekintsuk az alabbi bejarast:

a,,b,,a,,b,,...

Ez utébbi a H U K egy bejarasat jelenti, azaz az unio is ekvivalens a természetes
szamok halmazaval.

M

46. Definicié

Azokat a halmazokat, amelyek a természetes szamok halmazaval ekvivalensek X,
(vagy C,) szamossagu halmazoknak nevezzik. Gyakran hasznaljuk a ,megszamlalhatéan
végtelen szamossagu” kifejezést is a C;, szdmossagu halmazokra.

47. Definicio

Ha egy halmaz véges, vagy megszamlalhatéan végtelen szamossagu, akkor meg-
szamlalhaté halmaznak nevezzik.

A fenti tétel altalanositasa a kovetkezd:
16. Tétel

Megszamlalhaté sok megszamlalhaté szamossagu halmaz uniéja is megszamlal-
hato.

17. Tétel
Megszamlalhaté halmaz minden részhalmaza megszamilalhaté.

18. Tétel

A (0,1) intervallumba es6 valés szamok halmaza nem X, szamossagu.
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Bizonyitas

Az indirekt bizonyitas technikajat valasztjuk. Tegyuk fel, hogy a tétel allitasa hamis,
azaz a (0,1) intervallumba es6 szamok halmaza X, szamossagu. Ebben az esetben — mint

ahogyan azt az el6zd bizonyitasok esetében tettlik — ennek a halmaznak az elemei
felindexelheték. Ezt feltételezve az alabbi tablazatba felirhatjuk az O0sszes olyan valos
szamot, amelyik a kérdéses intervallumba esik.

neer

s, =0,a,,a,a,;...a;

nee

5, =0,a,,a,,a,5...a,

s;=0,a,,a,,a,5...a;

nee

Minden, a (0,1) intervallumba es6 szam a fenti alaku, ahol az aj-k a 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
szamjegyek valamelyikét jeldlik.

Azt fogjuk belatni, hogy nem irhatjuk fel ilyen médon az intervallum O6sszes szamat,
mert mindig megadhatunk olyan — a (0,1) intervallumba esé szamot —, amely a felirasban

nem szerepel. Egy ilyen szam s* szam konstrualasa a kdvetkez6 modon torténik:
Képezziik az s* =0,b,b,b, ...b, ... szdm tizedes jegyeit a kdvetkez6 mddon:

Legyen

1=

|1 haa; #1
5 haa, =1

Ha a fenti modon valasztjuk meg a b ;-et, akkor biztos, hogy b ; # a1 1 teljesilni fog. A

célunk az volt, hogy a megkonstrualt s* szam kiilbnb6zzék a sorozatban felirt s ; szamtol. A
fenti definicid szerint biztosan kulonbéznek, mert legalabb az elsd tizedes jegylkben
kilénbdznek egymastol.

Hasonlé médon allitjuk el az s* szam masodik tizedes jegyét.
Legyen
1 haa,,#1
b 2= '
5 haa,,=1
Az s* szam masodik tizedes jegye biztosan kilénbozik az s, szamtol, mert legalabb a
masodik tizedes jegyukben kildnbdznek.
Altalaban, a b szamot az alabbiak szerint képezzik.
Legyen
1, haa,, #1
b kK — '
5 haa, =1

A fenti médon konstrualt s* =0,b,b,b, ..., ... szdm biztosan killénbdzik mindegyik S i
szamtdl, legalabb annak az i-edik tizedes jegyében.
A fentiek azt bizonyitjdk, hogy a (0,1) intervallumba es6é szamok halmazat nem

sorszamozhatjuk fel, ebbél pedig az koévetkezik, hogy nem létesithetd bijektiv leképezés a
természetes szamok halmaza és a (0,1) intervallumba es6 valés szamok halmaza kozott.
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Azaz, felhasznalva az N, szamossag definiciojat, a kérdéses halmaz nem tartozik ebbe a
szamossagi osztalyba.

|

Megjegyzés

A fenti bizonyitast Cantor adta, és a fentiekben hasznalt technika — az un. atlés
modszer — gyakran alkalmazott technika. Az a tény, hogy ,tdbbfajta” végtelen létezik
alapjaiban formalta at a matematika vilagat. Gyakorlatilag G. Cantor dolgozta ki a halmazel-
méletet, s6t az elméletrendszer tébb fontos tételét is O bizonyitotta be.

Szlletett: 1845. marcius 3, Szentpétervar, Oroszorszag
Meghalt: 1918. januar 6. Halle, Németorszag
Az el6z6 tétellnk fontos folyomanya a kdvetkezé:
19. Tétel
A valés szamok halmaza nem megszamlalhaté szamossagu
Bizonyitas

Ha megszamlalhaté szamossagu lenne, akkor — egy el6z6 tétellink alapjan — annak
minden részhalmaza is az lenne. Ennek viszont ellentmond az, hogy a (0,1) intervallum,
amely valddi része a valos szamok halmazanak nem megszamlalhato.

|

Ebbé&l azonnal kévetkezik, hogy
20. Tétel

Az irracionalis szamok halmaza nem megszamlalhaté szamossagu.
Bizonyitas

A valos szamok R halmaza nem mas, mint a racionalis és az irracionalis szamok
unidja. Ha az irracionalis szamok halmaza megszamlalhaté lenne, akkor ezt ,uniézva” a

megszamlalhato racionalis szamok halmazaval, szintén megszamlalhaté halmazhoz jutnank.
Ez viszont ellentmond az el6z6 tételinknek.

48. Definicié

Azokat a halmazokat, amelyek a valés szamok halmazaval ekvivalensek kontinuum
szamossagu vagy mas néven N, (vagy C,) szamossagu halmazoknak nevezzik.

A fentieket dsszefoglalva felsorolunk néhany nevezetes halmazt, és megadjuk, hogy
melyik szamossagi osztalyba esnek.

N, vagy C, osztaly N, vagy C, osztaly
Természetes szamok halmaza Valds szamok halmaza
Racionalis szamok halmaza Irracionalis szamok halmaza
Egészszamok halmaza Sik pontjainak halmaza
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Sik egész-koordinataju racspontjainak a | Az [a,b] felett definidlhatd folytonos fliggvények
halmaza halmaza

171.4.2 Szamossagok rendezése

Természetes modon merllhet fel a kérdés, hogy a végtelen halmazok kozott
hasznalhatjuk-e a véges halmazok esetében megszokott ,kisebb”, ,nagyobb” fogalmakat a
szamossagok dsszehasonlitasakor.

49, Definicido

H szamossaga (hatéarozottan) kisebb mint K szamossaga, |H| < |K|, ha H ekvivalens K
valamely részhalmazaval, de a K halmazzal nem.

Megjegyzés

A fenti definicionak megadhatjuk az ekvivalens atfogalmazasat is:

H szamossaga kisebb mint K szamossaga, |H| < |K|, ha létezik ¢ iyjercis : H — K, de
nem létezik @ pjjercis - H = K.
50. Definicié

[H| < |K] ha [H] < |K] vagy |H| = [K].

54. Tétel

A szamossagok kozott definialt < relacid, rendezési relacio.
Bizonyitas

Egy relaciét akkor nevezink rendezési relacionak, ha az reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv.

A fenti definicidobdl a reflexivitas azonnal kdvetkezik, mert az identikus leképezés
bijekcio.

A tranzitivitas azért igaz, mert injektiv leképezések szorzata injektiv.

Az antiszimmetria belatasa nehezebb, mi nem bizonyitjuk, de megemlitjik, hogy ez az
un. Cantor-Bernstein-tétel, amelyet a magyar Konig Gyula (1849-1913) is bebizonyitott,
grafokat hasznalva a bizonyitas soran.

|

Nem bizonyitjuk az alabbi tételt sem:
22. Tétel

Barmely — nem iires — H halmaz esetében |H| < |P(H)|.
Megjegyzés

A tétel azt mondja ki, hogy — amennyiben a véges halmazok esetében megszokott
.Kisebb”, ,nagyobb” fogalmakat hasznaljuk, akkor elmondhatjuk, hogy minden halmaznal van
nagyobb szamossagu halmaz.

Erdekességként emlitjik meg az 1884-ben felvetett — és csak 1963-ban részlegesen
megoldott — problémat, amelyet kontinuum hipotézisnek nevezink. A kérdés az, hogy van-e

olyan halmaz, amelynek a szamossaga nagyobb, mint X, de kisebb mint ¥, ? Cantor azt a
sejtést fogalmazta meg, hogy nincs ilyen halmaz.
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171.4.3 Ellen6rzo kérdések, feladatok

1. Mit neveziink végtelen halmaznak?

2. Bizonyitsa be, hogy van végtelen halmaz!

3. Mikor nevezink két halmazt ekvivalensnek?

4. Mutassa meg, hogy az 5-el oszthaté természetes szamok halmaza ekvivalens az
0sszes természetes szamot tartalmazé N halmazzal!

5. Vegyen el a természetes szamok halmazabdl végtelen sok elemet Ugy, hogy a
maradék ekvivalens legyen az N-nel!

6. Vegyen el a természetes szamok halmazabdl végtelen sok elemet ugy, hogy a
maradék ne legyen ekvivalens az N-nel!
Bizonyitsa be, hogy a pozitiv racionalis szamok halmaza, ekvivalens az N—nel!

8. Bizonyitsa be, hogy a sik egész-koordinataju racspontjainak a halmaza ekvivalens az
N-nel!

9. Melyek az X, szamossagu halmazok?

10. Melyek az N, szamossagu halmazok?

11. Van-e olyan végtelen halmaz, amelyik nem ekvivalens N—nel?

12. Abrézolja a természetes szamokat, egész szamokat, racionalis szamokat, irracionalis
szamokat, valés szamokat egy k6zds Venn-diagramban!
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5. TEMA

Absztrakt algebra elemei

171.5.1 Bevezetés

51. Definicio

Legyen H # & halmaz. A ¢ : H x H — H leképezést a H halmazon értelmezett
kétvaltozés miveletnek nevezzik.

Megjegyzés

1. A kétvaltozés miivelethez hasonléan definialhaté az egyvaliozés és tobbvaltozos
mivelet fogalma is, az el6bbit a ¢ : H — H az utébbit a ¢ : H" — H definilja.

2. A muvelet fogalma szorosan kapcsolédik az ,algebrai zartsag” fogalmahoz. Ez utébbi
azt fejezi ki, hogy a muiveletben résztvevd elemek és a mivelet eredménye
ugyanabban a halmazban talalhatok.

3. Tekintsik a természetes szamok halmazat. Ezen a halmazon sem a kivonas, sem a
szamtani k6zép képzése nem miveletek. Adjunk példat arra, hogy miért! Ugyanezen
a halmazon a szorzas és az 6sszeadas mivelet.

4. A ¢: H x H — H miveletet a tovabbiakban egyszerlibben jeldljik. A ¢(X,y) = z-t
roviden az x o y = z alakban fogjuk megadni, ahol a o egy tetsz6leges muveleti jel,
amelyet sok esetben a *,®,+,&,e jelek valamelyike helyettesit.

Példak miiveletekre
1. Metszetképzés P(H)-n.
Unioképzés P(H)-n.
Osszeadés a paros szamok halmazan.
Szorzas a paratlan szamok halmazan.

Komplementer képzés P(H)-n.

o g M w DN

Reciprok képzés a Q \ 0 halmazon.

171.5.2 Miiveleti tulajdonsagok

A mivelet fogalma rendkivil altalanos abban az értelemben, hogy fliggetlenil a
konkrét halmazelemektél azonos — a miveletet magat jellemzé - tulajdonsagokat
mutathatunk ki. Ezek a miuveleti tulajdonsagok adnak majd lehetéséget arra, hogy —
absztrakt algebrai szempontbdl — azonos strukturanak tekinthessik a tengelyes
tukrozéseket, egy nyelv elemeit vagy egy kristalyracs szerkezetét.

52. Definicio

Legyen H # & halmaz. A ¢ : H x H > H egy a H halmazon értelmezett kétvaltozds
mivelet, amelyet a o jel rovidit. A mlvelet

Asszociativ ha Vx,y,zeH esetén x o (yo z) =(x o y) o z.
Kommutativ, ha Vx,yeH esetén x oy =y o x.

Idempotens, ha VxeH esetén X o X = X.
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Matematikai értelemben struktdranak fogunk nevezni minden olyan halmazt, amelyen
értelmezett valamilyen miivelet. Egy struktura tehat nem mas, mint egy nem Ures halmaz és
a halmazon értelmezett mivelet vagy miveletek. A jeldlésben fel fogjuk tintetni a kérdéses
halmazt és a mlvelet szimbolumat.

Példak

(N;+) Természetes szamok halmazan az 6sszeadas.
(R;+,0) Valés szamok halmazan az 6sszeadas és a szorzas.
(P(H);u,m) A H hatvanyhalmazan a metszet és az unié.

(®(H);0) A H 6sszes transzformacidjanak a halmazan a leképezések szorzasa.

a > wnoe

(S;®) Egy adott véges abécé elemeibdl képzett 6sszes véges hosszu jelsoroza-
tok halmazan a konkatenacio maivelete.

Mint lathatjuk a fenti példakbdl egy struktura elemei nem feltétlentl szamok vagy
matematikai objektumok. Bizonyos strukturdk specialis, sajatos tulajdonsagokat felmutaté
elemekkel rendelkeznek. Példaul az egészszamok halmazan barmelyik szamot is
megszorozzuk a 0-val, akkor az eredmény a zérus lesz, ha viszont az 1-et tekintjik, akkor
ezzel az elemmel szorozva a mivelet eredménye a megszorzott szam lesz. Ez a megfigye-
Iés motivalta az alabbi definiciokat:

53. Definicio

Legyen (H; *) egy algebrai struktira. Ha az ueH elem olyan, hogy VxeH esetén
U= X =X* U= X teljesll, akkor az u elemet a struktura egységelemének nevezzik.

54. Definicio

Legyen (H; *) egy algebrai struktira. Ha az ueH elem olyan, hogy VxeH esetén
U * X =X * U = U teljesul, akkor az u elemet a struktura zérus elemének nevezzuk.

Nem minden struktura rendelkezik egység- vagy zérus elemmel, de ha igen, akkor
ezeknek az elemeknek unicitdsa van. Ez azt jelenti, hogy egy struktura nem rendelkezhet
egynél tdbb egység- vagy zérus elemmel.

55. Definicio

Legyen (H;o) egy algebrai struktira. Ha VxeH elemhez 3x"eH, hogy
x"o x = x ox"= e teljesil, ahol az e a struktira egységeleme, akkor a o miiveletet
invertalhatonak az x* elemet pedig az x elem inverzének nevezzik.

A bevezet6ben mar emlitettik, hogy egymastdl nagyon kilénb6z8 elemeket tartalmazoé
strukturak azonos tulajdonsagokkal rendelkezhetnek. Ez utdbbi tény motivalta azokat a
vizsgalatokat, amelyek az azonos tulajdonsagokkal rendelkezd strukturakra iranyultak. Az
alabbiakban felsoroljuk a legfontosabb struktura-tipusokat.

171.5.3 Félcsoport

56. Definicio

A (H; o) struktura félcsoport, ha a o miivelet asszociativ.

171.5.4 Csoport

57. Definicio

A (H; o) struktura csoport, ha a o mlvelet asszociativ és invertalhato.
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58. Definicio

A (H; o) struktura félhalé, ha a o mivelet asszociativ, kommutativ és idempotens.

59. Definicio

A (H; o) struktira Abel-csoport, ha a o mivelet asszociativ, invertalhatd és
kommutativ.

171.5.5 Gy(ird

60. Definicio

Legyen (H;+,0) kétmlveletes algebrai struktira. A o mivelet disztributiv az +
miveletére nézve, ha VX,y,zeH esetén (x +y) oz=(x 0 z) + (y o 2).

61. Definicio

A (H; +,0) struktara gyiird, ha (H; +) Abel-csoport és (H; o) félcsoport, tovabba a o
disztributiv az +-ra nézve.

171.5.6 Halé

62. Definicio

Legyen (H; +,0) egy kétmlveletes algebrai struktira. A o mvelet abszorbtiv az +
miveletre nézve, ha Vx,yeH esetén x o (X +y) = x.

63. Definicio

A (H; +,0) struktira halé, ha (H;+) és (H; o) félhalo, tovabba a két mivelet
kolcsondsen abszorbtiv a masikra nézve.

171.5.7 Test
64. Definici6

Legyen H legalabb kételem(i halmaz. A (H; +,0) struktura test, ha (H; +) Abel-csoport,
(H\ {0};0) Abel-csoport, tovabba a o mivelet disztributiv az +-ra nézve.

171.5.8 Algebrai strukturak leképezései

Az algebrai strukturak vizsgalatakor fontos kérdés, hogy két algebrai struktdra milyen
viszonyban van egymassal. Mivel ezek az objektumok egyrészt halmazok, ezért értelmes a
kérdés, hogy ha egy algebrai strukturat leképezink, akkor annak képében hogyan alakulnak
a miveleti tulajdonsagok.

65. Definicio

Jeldljon (H; o) és (K; *) két egymiiveletes algebrai strukturat. A ¢ : H > K leképezés
homomorfizmus, ha Vx,yeH esetén ¢ (X o y) = @ (X) * ¢ (y).

Megjegyzés

1. Két algebrai strukturat homomorfnak nevezink, ha létezik k6zottik homomorf
leképezés.

2. A homomorfizmus definicidjanak Iényege az, hogy a leképezés és a mivelet
végrehajtasanak a sorrendje felcserélhetd.
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66. Definicio

Jeldljon (H; o) és (K; *) két egymiiveletes algebrai strukturat. A ¢ : H — K leképezés
izomorfizmus, ha ¢ bijekcio és Vx,yeH esetén ¢ (X o y) = ¢ (X) * ¢ (y).

Megjegyzés

1. Két algebrai strukturat izomorfnak nevezink egymassal, ha létezik kdzottuk izo-
morf leképezés.

2. Egymassal izomorf strukturak esetében a két alaphalmaznak ugyanolyan sok
eleme van.

3. Ha a (H; o) és a (K, *) izomorfak, akkor azt a kdvetkez6 maddon jeldljik:
(H; 0) = (K; *).

Legyen Q algebrai strukturaknak egy elegendéen bd halmaza. Definialjunk az Q
halmazon egy binér relaciot, a kdvetkez6 modon: két struktura legyen relacioban egymassal,
ha azok izomorfak. Formalisan: o< Q x Q, tovabba (H; o) o (K; *), akkor és csakis akkor,
ha (H; o) = (K; *).

23. Tétel

A fent definialt o relacié ekvivalencia relacié.
Bizonyitas

A tételt bizonyitasat feladatként kell belatnia.

171.5.9 Faktorstruktura

67. Definicio

Legyen (H; o) egy algebrai struktura, tovabba a ¢ a H halmazon értelmezett relacio. A
@ relaciot kongruencia relacionak — vagy réviden kongruencidnak — nevezzik, ha a relacié
ekvivalencia relacio, tovabba Va,b,c,deH esetén, ha (a,b) € ¢ tovabba (c,d) € ¢, akkor
(aocbod) e gis teljesil.

A fenti definicié ad lehet6séget arra, hogy egy strukturahoz megkonstrualjuk annak
faktorstrukturajat. A konstrukcié l1épései a kovetkezok.

1. Legyen adott a (H; o) algebrai struktura és a rajta értelmezett ¢ kongruencia
relacio.

2. Mivel ¢ ekvivalencia relacio, ezért a halmazt ekvivalencia-osztalyokra bontja.
Jeldlje az ekvivalencia-osztalyok halmazat a H/ ¢.

3. A H/ ¢ elemei kozbtt — tehat az ekvivalencia osztalyok kozétt! — miveletet
definidlunk, azaz barmely két ekvivalencia osztalyhoz hozzarendellink
egyertelm modon egy harmadik ekvivalencia-osztalyt. Legyen E, és E, ket

ekvivalencia-osztaly, a és b pedig ezek reprezentans elemei, azaz a € E_, és
b e E,. Legyenc=ao b! Ez el6bbi két ekvivalencia-osztalyhoz az E, ekviva-

lencia-osztalyt rendeljik hozza, ahol ¢ € E, teljesll.

4. Ha ez a hozzarendelés nem fligg a reprezentansok valasztasatol — ezt a
kdvetkezd tételben latjuk be —, akkor mUveletet definialtunk az ekvivalencia-
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osztalyok halmazan, a H / ¢ halmazon. Az igy kapott (H / ¢; o) struktarat a
(H; o) struktura faktorstrukturajanak nevezzik.

24. Tétel

A 4. pontban definialt hozzarendelés nem fligg a reprezentansok valasztasatol.
Bizonyitas

Legyen E, és E, két ekvivalencia-osztaly a és b, illetve a” és b" pedig ezek
egymastol killonb6zo reprezentans elemei, azaz a,a" cE, és b,b" €E,. Legyenc=ao b
és ¢"=a ob’! Akét - E, és E, — ekvivalencia-osztalyhoz az E, ekvivalencia-osztalyt
rendeljuk hozza, ahol ¢ € E, teljesul. Azt kell belatnunk, hogy = E, szintén teljestl, azaz
mindegy, hogy milyen reprezentansokat valasztunk ki az £, és E, osztalyokbdl, minden
esetben ugyanazt az E, osztalyt rendeli a megfeleltetés ez elébbi két osztalyhoz. Figyelem-
be véve a definicidnak a masodik részét, mivel (a,a”) € ¢ tovabba (b,b") € ¢, ezért (a o b,
a’ o b") e gis teljestl. Azaz, (c,c") € ¢.

|

171.5.10 A természetes szamok konstrualasa

Most jott el annak az ideje, hogy a szamokat, azok kézll is a legegyszeriibbeket
megkonstrualjuk. Mit jelent az, hogy 6?7 Miért igaz, hogy 2+2=47 Raadasul a masodik
matematika kurzuson mar a szamitogépek altal is hasznalt szamitasi moddszereket,
technikakat kell megtanulnunk. Egyszéval nem kerllhetjuk ki azt, hogy bevezessik a szam
fogalmat. A konstrukcibhoz csak az Ures halmaz létezését kell elfogadnunk, ennek
egzisztencidja pedig biztositott a szamok |étezése nélkul is. Példaul tekintsik azon p

predikatumok halmazat, amelyek esetében |p A —|p| = 1! Ez a halmaz Ures, jeloljik ezt a
szokasos & szimbdolummal! Egy rekurziv definiciéval végtelen sok halmazt fogunk definialni.

Legyen
Ho=O
H1={J}
H,={J{J}}

Hs = {0{0}{2.{T}}}
H,= {0 {0} {0 {0} {D {0} {D{C}}}}

egy halmazsorozat, majd tekintsik a halmazoknak egy olyan ® osztalyat, amely
legalabb a fenti halmazok mindegyikét tartalmazza. A ,legalabb” kifejezést azért hasznaltuk,

mert tetsz6leges mas halmazokat is tartalmazhat ez az osztaly. A ® osztalyon definialunk
egy relaciot. A H,K € ® halmazok legyenek relacidban egymassal akkor és csakis akkor, ha
megadhatd k6zottlk @ pjercis - H — K. Azaz, ha azonos sok elemik van.

25. Tétel
A fenti relacio ekvivalencia relacié a ® osztalyon.
Bizonyitas

Reflexivitas: @igentikus : H — H bijekcio.
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Szimmetria: Ha létezik ¢ pjeicis - H — K, akkor ennek inverze a go‘l : K — H szintén
bijekcid.

Tranzitivitas: Ha léteznek a @ pjekcis - H = K €s wpjercis - K — L, akkor ezek szorzata a
wo @.H— L szintén bijekcio.

M

A fentiek alapjan a ® szétesik ekvivalencia-osztalyokra, és egy osztalyban az azonos
sok elemet tartalmazé halmazok vannak. Azt az ekvivalencia osztalyt, amelyik a H o halmazt
tartalmazza szimbolizaljuk a O jellel, azt az osztalyt, amelyik a H i-et tartalmazza jeldlje az
1-es szimbdlum, hasonldan folytatva, n azt az osztalyt fogja jeldlni, amelyik a H , halmazt tar-
talmazza.

A fentiek alapjan fogalmazhat6é meg az alabbi
26. Tétel
Véges halmazok szamossagait természetes szamoknak nevezziik.

A természetes szamok N halmaza zart az 0sszeadasra és a szorzasra, de a miveletek
nem invertalhatok. Az N bévitését ugy kell megvaldsitani, hogy az ott definialt miveletnek az
N-re torténd megszoritdsa azonos legyen az eredeti mivelettel. igy jutunk el az
egészszamok Z halmazahoz, amelyen az 6sszeadas invertalhatd, de a szorzas nem. A
tovabbi bdvités soran jutunk el a racionalis szamok halmazahoz, amelyen mar a szorzas is
invertalhatd, ha a 0 elemtdl eltekintiink. Ez a raciondlis szamok teste. Bizonyos mérési
problémak és a négyzetgydkvonas miatt a racionalis szamok teste sz(ik. igy jutunk el a valds
szamok testéhez. Ez utdbbi konstrukciot nem ismertetjuk. A tovabbi bévitéssel a kdvetkez6
kurzuson foglalkozunk, ahol megkonstrualjuk a komplex szamok testét.
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Programozando feladatok

Logika

1. irjon olyan programot C-nyelven, amelyik a p,g,r,s logikai valtozok értékeit a
billentylizetrdl bekéri, és ellenérzi, hogy a megadott értékek a {0,1} halmazbdl ke-
riltek-e ki, majd kiszamitja az alabbi formulak logikai értékét: p v (r <> q) A (S v —p),
(PpArq) > (pvrv=s),p—(pvVvQ)és azt megjeleniti a képernydn!

2. irjon olyan programot C-nyelven, amelyik eldénti, hogy az alabbi kdvetkeztetési séma
helye-e vagy sem!

Ha megnyerjik a valasztasokat, akkor vagy koaliciora Iépunk a keékekkel vagy
koaliciora Iépunk a zoldekkel.

Ha nem nyerjik meg a valasztasokat, akkor a pirosakkal nem Iépunk koaliciéra.

Nem Iéptiunk koaliciéra a pirosakkal.

Megnyertuk a valasztasokat.

Halmazok

1. rjon olyan programot C-nyelven, amelyik a billentyiizetrél bekéri két halmaz (a H és
K halmazokrol lesz szd) elemeit, majd egy menipont valasztdsa utan kilistazza
azokat a képerny6re. (Ha mar tudja hasznalni a dinamikus valtozdkat, akkor lancolt
listara flizze az elemeket, ha nem, akkor tdmbokben tarolja azokat. Ugyeljen arra,
hogy egy halmaznak nem lehet két azonos eleme!)

2. Az el6z6 pontban specifikalt feladatot bdvitjuk tovabb. Menlpontbdl valaszthatéan,
tehat opcionalisan, listdzza ki a program a H U K, H n K, H\ K, H x K, halmazok
elemeit!

Relaciok
1. irjon olyan programot C-nyelven, amelyik a billenty(izetrl bekéri egy H halmaz
elemeit, majd miutan elkésziti a H x H Descartes-szorzatot az alabbi feladatokat
hajtia végre: Véletlenszerlien levalogat véletlen-sok elempart a szorzatbdl (igy tehat
egy relaciot hatarozunk meg véletlenszeriien). Listazza a relacié elemparait (esetleg
vizuadlisan, graffal, racspontokkal abrazolja azt, de ez nem kdételezé!), majd rendre

elddnti, hogy a kapott relacio reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, antiszimmetrikus e vagy
sem.

2. irjon olyan programot C-nyelven, amelyik billenty(izetrél bekéri a H és K halmazok
elemeit, majd miutan elkésziti a H x K Descartes-szorzatot az alabbi feladatokat
hajtjia végre: Véletlenszerlien levalogat véletlen-sok elempart a szorzatbdl (igy tehat
egy relaciot hatarozunk meg véletlenszeriien). Listazza a relacié elemparait (esetleg
vizualisan, graffal, racspontokkal abrazolja azt, de ez nem koételezd!), majd eldonti,
hogy a kapott relacio leképezés-e. Ha igen, akkor megvizsgalja az injektivitast és a
szurjektivitast.
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