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Bevezetés

A jegyzet felépitése

A témakoérok gyakorlati feladatokat is tartalmaznak, illetve a témakor végén, az adott
anyagrészhez kapcsolodd feladatok talalhatéak. Ezek segitségével ellenérizheti, hogy
elsajatitotta-e azokat az ismereteket, amelyeket az adott témakdrben targyaltunk.

A jegyzet bal oldali lapjai tartalmazzak az elméleti anyagot, a jobb oldalon pedig
jegyzetelésre van lehetésége.

Néhany megjegyzés a tananyagroél

A tantargymodulban targyalt ismeretek alapvetéen tamaszkodnak a ,171 Matematika
A” tantargymodulban targyaltakra. Szamos esetben visszahivatkozunk az ott megtanult
ismeretelemekre. Az ebben a modulban targyalt anyagrészek a matematika gyakorlati
alkalmazasaihoz — és igy a szamitastechnikahoz is — nyujtanak segitséget.

Az elméleti fejtegetések utan minden esetben gyakorlati feladatokat kell megoldani,
s6t, programozasi feladatok is tartoznak az anyagrészekhez.

Ismételten felhivjuk a figyelmet a legfontosabbakra.

A definicié lényegének a megértése az els6 és legfontosabb feladat.
Mindaddig nem szabad ,tovabb menni”, ameddig egy fogalmat nem értettink meg. Szinte
minden — még a ,legabsztraktabbnak” tind — definici6 mélyén valamilyen egyszerl és
természetes gondolat huzédik meg. Ha ezt mar latjuk, akkor értjik a fogalmat, ha még nem,
akkor ,izlelgessuk” tovabb a definiciot.

A feladatmegoldas problémamegoldas.
Sok-sok problémat, feladatot oldjunk meg, s6t konstrudljunk feladatokat! Ha képesek
vagyunk a feladat ,leprogramozasara”, akkor értjik a targyalt anyagrészt, ha nem, akkor
Iépjunk vissza, és probaljuk megérteni a fejezetben targyaltakat!

Ha nem boldogulsz egy feladattal, akkor légy heurisztikus.
A ,heurisztikus”, mint melléknévnek a jelentése ,felfedezést szolgald”. Gyakorlatilag arrél van
sz0, hogy érzéseinkre hagyatkozva — a matematika szigorat idblegesen elhagyva —
igyekszink megsejteni nagyvonalakban a megoldast. Természetesen egy megoldas akkor
és csakis akkor korrekt, ha az adott targyalason bellil pontos.

Azok a témakordk utan, ahol algoritmust is megadunk, hivatkozunk a 213-as kéddal
ellatott Algoritmustar megfelelé algoritmusara. A hivatkozas formajara példa az alabbi:
213_2.1, ahol a 213 az algoritmustarra a 2.1 pedig a konkrét algoritmusra mutat.
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1. TEMA

Szamelmeélet elemei

A matematikanak a szamelmélettel foglalkozé része az egész szamok részletes
vizsgalataval foglalkozik. Egyrészt ,baratsagosak” a vizsgalandé objektumaink, mert ki ne
ismerné az egész szamokat, masrészt megoldatlan problémak sokasaga az, amely rendkivdl
intenziv kutatasok targyava tették, és teszik ma is az egész szamok halmazat.

A szamelmélet alapveté eredményei — és megoldatlan problémai! — az informatika
eszkoztaraba is bevonultak. A kilénb6zd kriptografiai protokollok el6szeretettel hasznaljak
fel példaul azt, amit a primszamokrol tudunk.

A szokasos jeldlésektdl tovabbiakban sem térlnk el, N, illetve Z jeldli a természetes és
az egész szamok halmazat.

172.1.1 Maradékos osztas, oszthatdésag

Az egész szamok halmazan alapveté az a tény, hogy elvégezheté a maradékos
osztas. Ezt fejezi ki az alabbi

1. Tétel

Ha a,b € Z és b # 0, akkor egyértelmiien megadhato, olyan q és r egész szamok,
amelyekre teljesiil, hogy a =q - b +r, tovabba 0 < r < |b|.
Bizonyitas

Vegyuk fel a szamegyenest és helyezziik el rajta az a szamot, majd vegylnk fel egy |b|
szakaszt és azt mérjik fel az origotdl kiindulva az a irdnyaba. Két eset lehetséges, vagy van
olyan ( egész szam, hogy az el6bbi szakaszt ennyiszer felmérve éppen a szakasz végpontja
az a pontra esik, vagy g-darab felmérés utan a szakasz végpontja nem ériel az a-t, de q + 1

felmérés utan mar kdvetné azt. Ez utébbi esetben megadhatd olyan r egész szam, amely
kielégiti a tétel feltételeit, tovabba, a=q-b +r.

|

Megjegyzés
1. A fentieket Ugy szoktuk mondani, hogy az a-ban a b megvan g-szor és maradék az r.
2. Nem minden halmazon végezhetd el a fentiekben jelzett maradékos osztas.

1. Definicio

Ha a,b € Z, tovabba a = g - b, akkor azt mondjuk, hogy a b osztdja az a-nak.

Megjegyzések

1. A b osztéja a-nak tényt ugy jeldljilk, hogy bla. Mas szavakkal: a b megvan az a-
ban maradék nélkal.

2. Minden szamnak van két ftrividlis osztdja, nevezetesen az 1 és dnmaga.
(természetesen azok negativ ellentettje is osztdja a szamnak).

3. A definicio alapjan a zérust barmelyik szam osztja.
4. 0|0

A masodik megjegyzés miatt, ha adott két egész szam, akkor biztosan van olyan egész
szam, amely mind a kettének osztdja, hiszen az egység minden szamot oszt. Felmerul a

#6 Software Engineering Course for CIT (Certified Information Technologist) degree
Technical Code: 172 / DEV_092 / Version: 1.1




Matematika B Szofi Press Publishing tankonyv
kérdés, hogy amennyiben ezen egységtél kilénb6zd kézds osztdkat kerestink, akkor van-e
ilyen?

2. Definicioé

Ha a,b € Z, tovabba b = 0, akkor ez elébbi szamoknak a D € Z a legnagyobb kdzos
osztdja, ha

1. D|a és D|b, tovabba,

2. havan olyan d egész szam, hogy d|a és d|b, akkor d|D.

Megjegyzés
A legnagyobb kozos osztét az (a,b) jeldli.

Az alabbiakban megadunk egy algoritmust, amely az inputként megadott két szamnak,
amely kozul legaldbb az egyik nem nulla, outputként visszaadja a legnagyobb kozos
osztojat’.

2. Tétel

Legyen a,b € N, tovabba ez el6bbi két szam koziil legalabb az egyik kiilonb6zzon
nullatél. Ekkor megadhaté olyan algoritmus, amely meghatarozza a két szam legna-
gyobb kozos osztojat.

Bizonyitas
Amennyiben a b = 0, akkor (a,b) = a nyilvanvaloan teljesiil. Tegyik fel, hogy a fenti

szamok egyike sem nulla. Feltehetd, hogy az a > b, hiszen egyenléség esetén a legnagyobb
k6zds osztdé meghatarozasa nyilvanvalé. El6z6 tétellnk szerint ekkor

a=b-qg, +r ahol0<r <|b
Ha r, = 0, akkor készen vagyunk és a legnagyobb kézds osztd a b, ha nem, akkor
b=r -0, + 1, ahol 1, < r,. Folytassuk az eljarast az r,,r, szamokra! Ekkor , = r, - ; +
r,. Az eljarast altalaban megfogalmazva
M=o 0, t 1.

Mivel a maradékok nem negativ szamok, és szigorian monoton csdkkend sorozatot
alkotnak, ezért véges sok Iépés utan lesz nulla maradékunk. Az utols6 nem nulla maradék a
két szam legnagyobb kozos osztdja.

|

& Algoritmustar(2.1)

Példa az euklideszi algoritmusra.

Adjuk meg a 168-nak és a 48-nek a legnagyobb kdzds osztéjat!
168 =3 -48 +24
48=2-24+0

Azaz, (168,48) = 24.
Definialjuk az alabbi relaciét

p={(ab)|alb, a,b e N}

! Az algoritmust a nagy gérég geométer utan euklideszi algoritmusnak nevezik
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Visszaemlékezve a relaciokrdl tanultakra, a fenti halmaz elemeit az alabbi médon
allitjuk el6:
1. Képezzik az N x N Descartes-szorzatot!

2. Valogassuk le azokat a parokat, ahol a par els6 eleme osztja a par masodik
elemét!

3. Tétel
A fenti relacid, rendezési relacio.
Bizonyitas
A tétel bizonyitasat — gyakorlasként — az olvaséra bizzuk.

il

172.1.2 Kongruencia (kiegészitdé anyag)

Az oszthatosagi kérdések, de egyéb mas — az informatikat is érinté — problémak
egyszerlbb targyalasat teszik lehetévé a ,kongruensnek lenni” relacié bevezetése. A
definicié alapétletét az adja, hogy ha lerégzitiink egy m természetes szamot, akkor vannak
olyan természetes szamok, amelyek m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjak. Példaul, ha
30-at és a 16-ot 7-el osztjuk a maradék mind a két esetben 2.

3. Definicio

a = Db (mod m) (ugy olvassuk, hogy a kongruens b-vel, modulo m), ha az a és b az
m-mel elosztva ugyanazt a maradékot adja.

Tekintsik a természetes szamokat, rogzitsink egy m természetes szamot, majd
definialjunk egy relaciot a kovetkez6 szerint:

a legyen relacioban b-vel, akkor és csakis akkor, ha a = b (mod m)!
4. Tétel

A fenti relacié ekvivalencia relacié.
Bizonyitas

A tétel bizonyitasat — gyakorlasként — az olvasoéra bizzuk.

|

Megjegyzés

1. A fentiek miatt, a természetes szamokat a relacié ekvivalencia osztalyokra bontja. Egy
osztalyban (maradék osztalynak is nevezzik) az egymassal m-re nézve kongruens
szamokat talaljuk.

2. Haaz a;,a,,..,a, egészek olyanok, hogy mindegyikik egy maradek osztalyt reprezental,
és minden maradék osztalybdl szerepel kozottuk elem, akkor az a,,a,,...,a, szamok
alkotta rendszert teljes maradékrendszernek nevezzik modulo m (tehat az m -re
nézve).

3. A modulo m maradékosztalyok szama (és igy a teljes maradékrendszer elemeinek a
szama) m.

Az alabbi egyszer( allitasokat az olvasé is belathatja, mert kézvetlenll kdvetkeznek a
definiciobal.
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5. Tétel
Ha a=b (mod m) és c =d (mod m) teljesiinek, akkor
a. a+c=b+d(modm)
b. a-c=b-d(modm)
c. a“=b*(mod m) ahol k € N is teljesil

A kongruenciak segitségével bonyolultnak tiin szamelméleti problémakat fogalmazha-
tunk at ugy, hogy a megoldas mar konnyen megadhato. Kongruencidkra vonatkozo
feladatokkal csak a kriptografiai protokollok ismertetését el6készité eléadasokon tanulunk.

172.1.3 Primszamok

Az 1. Definicié lehetéséget ad arra, hogy egy halmazt — egy szam osztéinak a
halmazat definialjuk.

4. Definicio

Legyen

D(a) = {X|x osztéja a-nak}

Azaz, D(a) az a € Z osztdinak a halmazat jeloli. Mint azt egy fenti megjegyzésiinkben
emlitettik ez a halmaz minden esetben legalabb egy elemet tartalmaz. De vannak olyan
természetes szamok, amelyeknek csak a két trivialis osztojuk van.

5. Definicio

Primszamoknak nevezzik azokat az — egységtél kilénbdzd! — természetes szamokat,
amelyeknek a trividlis osztoikon kivul nincs mas osztojuk.

Megjegyzés

1. A definicié értelmében az 1 nem primszam!

2. A 2 az egyetlen paros primszam.

3. Ha egy szdm nem prim, akkor 0sszetett szamnak nevezzik.
6

. Definicio

Ha (a,b) = 1, akkor a és b relativ primek.

Szamos érdekes kérdés vethet6 fel a primszamokkal kapcsolatban. Ezek koézul
néhany:

1. Hogyan donthet6 el egy szamrdl, hogy prim-e vagy sem?

2. Hol — milyen eloszlasban — helyezkednek el a primszamok a szdmegyenesen?

3. Hany darab primszam van?
6. Tétel (Szamelmélet alaptétele)

Minden Osszetett szam felbonthaté primszamok szorzatara. A felbontas -
eltekintve a tényezd6k sorrendjétdl — egyértelmii.

Bizonyitas
Legyen k egy Osszetett szam.
1. Legyen p, az a legkisebb primszam, amely k szamot maradék nélkil osztja. Azaz.

k=q- p,. Ha q prim, akkor készen vagyunk, ugorjunk a 2-es pontra, ha nem, akkor k
helyére a g-t helyettesitve, ugorjunk az 1. pontra.
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2. Ak=p, - p,-.... p, adja a keresett felbontast.

|

Megjegyzés

1. A felbontasban szereplé primek koézll egy tdbbszor is szerepelhet a tényezék kdzott,
ezért elegansabb, de nem Iényeges, hogy az alabbi felbontast adjuk meg:

k=p'-p2-...-p"

2. A fenti tétel azt is jelenti, hogy a primszamok halmaza képes generalni (eléallitani) az
Osszes természetes szamot.

A fenti tételbdl mar sejthet6 a valasz arra a kérdésre, hogy hany darab primelem van a
természetes szamok halmazaban.

7. Tétel
Végtelen sok primszam van.
Bizonyitas

Indirekt bizonyitunk. Feltesszik a tétel allitasanak az ellenkezéjét, azaz azt, hogy csak
véges sok primszam van. Tegyuk fel, hogy az alabbi felsorolds az 06sszes primet
tartalmazza:

pl’p27""pn "
Allitjuk, hogy a

PT= PPy P, 1

olyan prim, amelyik nincs a fenti felsorolasban. A p* egyetlen felsorolt primmel sem
oszthatd, mert maradékként minden esetben 1-et kapunk. Azaz p* prim és nem egyezik
meg egyik p;-vel sem. Ellentmondasra jutottunk a feltevéssel, igy a feltevésiink hamis volt.

|

A fenti tétel szerint az 6sszes prim elBallitdsa nem lehetséges, de az alabbi tétel
szerint tetszélegesen sokat, bar véges sokat, kivalaszthatunk.

8. Tétel

Megadhaté olyan algoritmus, amelyik eldallitja egy adott n-nél nem nagyobb
primszamok mindegyikét. (Az algoritmus az ,Erathosztenész szitaja” elnevezést viseli.)

Erathosztenész szitaja algoritmus
1. irjuk fel az n-ig terjed6 természetes szamokat!
2. Jeldljik meg a 2-es szamot, majd huzzuk ki a 2 tdbbszoroseit a fenti listabol!

3. Vegylk az els6 (legkisebb) eddig meg nem jeldlt vagy ki nem huzott szamot, annak
tobbszordseit huzzuk ki, majd jeldljuk is meg!

4. Ugorjunk a 3-ra mindaddig, amig van jeldletlen szam!
Listazzuk ki a megjel6lt szamokat!

Az algoritmus altal kilistazott szamok az n-nél nem nagyobb primszamok lesznek.

|

A fenti algoritmus kapcsan felmerllhet a kérdés, hogy nem révidithetjik-e le a fenti
algoritmust? A valasz igenlé, az alabbiakban ezt latjuk be.
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9. Tétel

Han =a- b, (azaz a és b is osztéja n-nek), akkor az a és b valamelyikre teljesiil,
hogy kisebb, mint Jn.
Bizonyitas

Legyen tehat n = a - b! Tegytk fel, hogy a < b, (ha nem igy van, akkor megfordithato a
relacié iranya).

Ha a < b, akkor az a - b szamnal kisebbet (vagy egyenl6t) kapunk, ha az a - a szammal
helyettesitjik. Azaz

n=a-b>a-a=a’.

Amibdl azt kapjuk az egyenlétlenség két oldalabdl térténd négyzetgydkvonas utan,

hogy
Jn >a.
M

Megjegyzés

1. Az n = a - b kifejezésben szerepl6 a és b szamokat komplementer osztéknak is
nevezzuk.

2. Ha n Osszetett szam, akkor az 6. Tétel miatt van olyan d osztdja, amelyre

2<d<+n teljeslil. Ha d Gsszetett szam, akkor van ilyen (a d felbontasa miatt)
primosztdja is.

A fentiek miatt a 8. Tétel algoritmusa ugy élesithetd, hogy amennyiben a Jn -nél nem
nagyobb primeket mar megtalaltuk, és tdbbszdrdseiket ,kiszitaltuk”, akkor megallhatunk és
az 0sszes meg nem jeldlt szam is prim lesz. Figyelembe véve a négyzetgyok fuggvény
viselkedését, nagy n szamok esetében ez jelentds megtakaritast jelent.

i Algoritmustar(2.3)
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172.1.4 Ellen6rzo kérdések, feladatok

a > w b

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Mit jelent az, hogy a maradékos osztas elvégezhetd a Z halmazon?

Adjon példat olyan struktarara, ahol a maradékos osztas nem végezhet6 el!
Adja meg az oszthatdsag definicidjat!

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az oszthatésagi relacio?

Ismertesse a legnagyobb kézds oszté definicidjat! Mi biztositja azt, hogy barmely
két egész esetében a legnagyobb kézds oszté szarmaztathatd?

Ha barmely két szamhoz hozzarendeljiuk a legnagyobb k6zds osztojat, akkor egy
kétvaltozés miiveletet definialunk. Elemezze az igy létrejové struktura tulajdonsa-
gait!

Ismertesse az Euklideszi algoritmust!

Mik azok a primszamok?

Mit mondhatunk a primszamok halmazanak szamossagaroél?
Adjon algoritmust, amelyik primszamokat allit el&!

Mit nevezink komplementer oszténak?

Ismertesse a szamelmélet alaptételét, a primtényezés elballitasrol!
Ismertesse a relativ primek fogalmat!

Primszamok-e a relativ primek?

Szamitsa ki a 3456 és a 28 legnagyobb k6z6s osztojat!

Adja meg a 123456 primtényezés eldallitasat!

Adja meg a maradékos osztas definiciojat!

Adja meg a primszam fogalmat!

Bizonyitsa be a szamelmélet alaptételét!
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2. TEMA

Matematikai analizis elemei

Annak ellenére, hogy a halmazokrél, a halmazok elemei kézotti kapcsolatokrol mar
elég sokat elmondtunk, még nem ejtettlink szét a halmaz elemeinek egymastél vald
tavolsagarol. De mi is a tavolsag? Amikor ezt a fogalmat kell definialnunk, egyrészt teljes a
szabadsagunk, masrészt definicionknak illeszkednie kell a konkrét, a ,mindennapi életben”
megszokott és hasznalt fogalomhoz.

172.2.1 Metrikus terek
Legyen adott a H halmaz, amelynek elemeit pontoknak nevezziik. Tekintsik a
(*) p HxH ->R"
leképezést, amely az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:
L p(x,y)=p(y,x) VxyeH
2. p(X, )< p(x,y)+p(y,2) VX Vy,zeH
3. p(x,y)=0x=Yy

7. Definicio

A fenti tulajdonsagokkal rendelkez6 fuggvényt metrikanak nevezzuik.

8. Definicio

Egy H halmazt és a rajta értelmezett metrikat metrikus térnek nevezziik, és (H, p)
parral jeldljuk.

Megjegyzés
1. A metrika altal a két ponthoz rendelt szamot az x és y pont tavolsaganak nevezzuk.

2. Vizsgaljuk meg a fenti definicioban szerepl6 leképezést, a metrikat! Az (*) azt
jelenti, hogy a H halmaz barmely két eleméhez hozzarendelhetiink egy és csakis
egy olyan valdés szamot, amely nem negativ. Az (1) tulajdonsag azt fejezi ki, hogy
tetsz6leges két pont esetén az X-nek az y-t6l valo tavolsaga azonos y-nak az Xx-t6l
val6 tavolsagaval. A (2) tulajdonsag a kézismert haromszdg egyenlétlenség. A (3)
tulajdonsag azt fejezi ki, hogy két pont tavolsaga akkor és csakis akkor zérus, ha
azok egyenl6k.

Tekintsik az alabbi példakat!
1. Ha H a valés szamok halmaza, a metrikat pedig a
p(x,y) =[x=Yy|
leképezés szolgaltatja, akkor a szamegyenesen megszokott tavolsagot kapjuk.

2. Legyen H = R % a valos szamsik, P(x,,%,) és Q(Yy,,Y,) pedig a sik tetszéleges

pontjai. A
PP.Q= 30 -,
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metrika, amely a kbézismert Pitagorasz-tétel, a sik megszokott metrikajat adja meg.

3. Legyen H=R", P(X,%,,... X,) és Q(Y,Y,. Y,) pedig a Descartes-szorzat tet-

szbleges pontjai. A
p(P,Q)= W/Z(Xi - Yi)2
i=1

4. metrika, amely a sikon vett tavolsagfogalom nyilvanvalé kiterjesztése, az Euklideszi
tér fogalmat definialja. A szamegyenes, a sik, a tér rendre egy-, két-, illetve
haromdimenziés Euklideszi teret definialnak.

5. A 3. példaban vett H = R", halmazon nem csak a fenti tavolsagfogalom definialha-
to.
Vegyuk példaul a kovetkezb leképezést:

p(P,Q) =max|x; - y,|

1<i<n

Ez is metrika és sok kérdés vizsgalatakor hasznos.

172.2.2 Sorozatok metrikus térben
A kodzépiskolakban megismert szamsorozat altalanositasat jelenti az alabbi

9. Definicio

Tetszbleges H halmaz esetén, az S: N — H leképezést végtelen sorozatnak nevez-
zUuk.

Megjegyzés

1. A sorozatok elemei ismétlédhetnek, akar végtelen sokszor is. Emlékezzink ra,
hogy ezt a halmazok esetében nem engedtik meg.

2. Egy sorozatot tobbféle modon is megadhatunk. Példaul ugy, ahogyan az altalanos
iskolaban: felsoroljuk a sorozat els6 néhany elemét, ugy, hogy az elemek képzésé-
nek a szabalya nyilvanvalé legyen.

3. Az a,=135/7,.. sorozat esetében a felsorolas sugallja, hogy itt a paratlan

természetes szamok egy felsorolasardl van sz6. Ugyanezt a sorozatot képlettel is
megadhatjuk, nevezetesen: a, =2n—-1, ahol n=123,...

4. Megemlitjik még a rekurziv’ médon toérténé definiciot is. A fenti sorozatot rekurziv
maodon az

a =1
a,=a,,+2 (n<2)
képlet hatdrozza meg.
10. Definicié
A (H, p) metrikus tér azon X pontjait, amelyre teljesil, hogy
P(Xy,X) <k

X, kdzéppontu és k sugaru nyilt gémbnek nevezziik, és S(X,,k) -val jeloljuk.

% A rekurziv modszer azt jelenti, hogy a sorozat altalanos tagjanak definialasakor felhasznal-
juk a sorozat el6z6 tagjait.
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Megjegyzés

A fenti definiciot formalisan az S(x,,k) = {x:x e H A p(x,,X) <k} kifejezés szolgaltatja.

A definicid meglehetésen szemléletes. A szamegyenesen azonos a nyilt intervallummal,
sikon a kor, térben pedig a gomb belsejével.

11. Definicio

A (H, p) metrikus tér a, sorozatanak az X, torlédasi pontja, ha az x, tetszélegesen
kicsi, de pozitiv kdrnyezetébe a sorozatnak végtelen sok tagja esik.

12. Definicio

A (H,p) metrikus tér a, sorozatanak az X, konvergencia pontja, ha az X,
tetszélegesen kicsi kdrnyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok tagja esik.’

Szamsorozatok esetében a fenti definicio egybe esik a kdzépiskolaban tanult
hatarérték fogalommal. Ez utdbbi definicié ekvivalens atfogalmazasa a kovetkezé:

13. Definicio

A (H,p) metrikus tér a, sorozatanak az X, akkor és csakis akkor konvergencia
pontja, ha az X, tetszdlegesen kicsi, de pozitiv & kdrnyezetéhez megadhaté olyan n,
kUiszobindex, hogy a sorozatnak ez elébbi kiiszObindexnél nagyobb indexi tagjai mar az X,
pont ¢ sugaru kérnyezetébe esnek.

Tovabbi ekvivalens atfogalmazas a kévetkez6:
14. Definicié

A (H,p) metrikus tér a, sorozatanak az X, akkor és csakis akkor konvergencia

pontja, haaz s, = p(Xy,,) pozitiv szamokbdl allé szamsorozat a zérushoz konvergal.

Megjegyzés
1. A torlédasi pont nem feltétlenil eleme a H halmaznak.

2. Azt, hogy az a, sorozat egy a szamhoz konvergal a tovabbiakban az a, — a vagy
a lima, =a kifejezéssel fogjuk jeldIni.

n—o

3. Véges sok tag elvétele illetve hozza vétele a sorozathoz a konvergencia tényén
nem valtoztat.

172.2.3 Monoton és korlatos sorozatok
Ebben a fejezetben a szamsorozatok tulajdonsagait vizsgaljuk.

15. Definicioé

Az a, sorozat korlatos, ha megadhato olyan K szam, hogy a sorozat minden tagja

esetében teljesil, hogy |a,|< K .

Megjegyzés
1. A definicié altalanos, metrikus térben vett sorozatok esetében is megadhato.

® Ha egy sorozatnak van konvergencia pontja, akkor azt mondjuk, hogy konvergens. Hasz-
nalatos meég az , a, sorozat konvergal az X, ponthoz” elnevezés is.
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2. Szamsorozatok esetében konnyen definialhaté az ,alulrél” és fellilrél” valé korla-
tossag is.

3. A definici6 tagadasa — tehat az, hogy mikor nem korlatos a sorozat — igy szol:
Minden K szamhoz létezik olyan eleme az a, sorozatnak, hogy |an|> K. Az

olvasé vesse ez utobbi atfogalmazast 0ssze az univerzalis és egzisztencialis
kvantifikacional tanult De Morgan azonossagokkal.

Az alabbi tételt nem bizonyitjuk, de bizonyitasuk nagyon egyszer(
10. Tétel

Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos is.
16. Definicio

Az a, sorozat monoton novekszik, ha minden n esetében a, <a, ;.

Megjegyzés

1. A definicid szerint a monoton néveked® sorozatok esetében az egyre nagyobb
indexi tagok nagyobbak vagy egyenlék az 6ket megel6z6 tarsaiknal.

2. Hasonléképpen definialhaté a monoton cs6kkenés fogalma is.
3. Szigoru monotonitasrol beszélunk, ha a < relaciot a < relacioval helyettesitjik.
Rendkivil hasznos tétel az alabbi.

11. Tétel

Ha az a, sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.

Megjegyzés

1. A sorozat konvergens voltabdl kévetkezik a korlatossaga (ezt mondja ki a 10.
Tétel), de nem kdvetkezik a monotonitasal

2. A monotonitas altalanos pontsorozatok esetében nem értelmezhetd.
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172.2.4 Ellenorzo kérdések

1. Mit neveziink metrikanak?

2. Milyen tulajdonsagokat fogalmaznak meg a metrikus axiomak?

3. A metrika szempontjabdl van e jelentésége annak, hogy mik a halmaz elemei?
4

Probalja meg 6nalléan definialni a nyilt gdmbi kdrnyezet mintajara a zart intervallu-
mot!

. Adjon példat olyan halmazra, amelynek az elemei nem rendezheték sorozatba!
Mi a kildnbség a torlédasi pont és a konvergencia pont k6z6tt?

5
6
7. Adjon példat nem korlatos sorozatra!
8. Adjon példat nem monoton sorozatral
9

(Nehéz!) Adjon példat olyan sorozatra, amelynek tdébb torlédasi pontja van, mint
ahany eleme a sorozatnak!

10. (Nehéz!) Lassa be, hogy a konvergenciara adott két definicionk ekvivalens!

11. .Adja meg a haromdimenziés Euklideszi tér két tetszbleges pontjat, majd szamitsa
ki azok tavolsagat!

12. Tekintse a sikon az alabbi tavolsagfogalmat: p(P,Q) = Tax | X, — Y, |! Szamitsa ki a
<i<n
(1,3), (-5,9) pontok tavolsagat!

13. Adja meg az alabbi sorozatok els6 10 elemét:

a,=3n-4
12n-1
a, =
24n+1
r]2
a, =—
n!
n!
an =_n
n

a, = (1+ l)
n

14. Adjon példat olyan sorozatra, amely konvergens, de nem monoton!
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172.2.5 Cauchy-féle konvergencia kritérium

Annak elddntése, hogy egy sorozat konvergal-e vagy sem azért nem konny( feladat,
mert a definicionk alapjan csak akkor tudjuk belatni egy sorozatrél a konvergencia tényét, ha
mar ismerjuk a sorozat konvergencia pontjat. A gyakorlatban — a technikai fogasokat mi nem
tanuljuk — ,megseijtjik” a sorozat hatarértékét, majd a definicié alapjan bebizonyitjuk a sejtés
helyességét. Az ebben a fejezetben targyalando kritérium sziikséges és elégséges feltételt
ad arra, hogy egy sorozat mikor konvergal, anélkil, hogy a konvergencia pontrdl nyilatkozna.
A kritérium a kdvetkez6:

12. Tétel

A (H, p) metrikus tér a, sorozata akkor és csakis akkor konvergens, ha barmely
tetszélegesen kicsi, de pozitiv £ szdamhoz megadhaté olyan n; kiiszobindex, hogy a
sorozatnak minden olyan tagjara, amelynek indexei nagyobbak ez elébbi kiiszob-
indexnél — azaz n,m > n, - teljesiil, hogy p(a,,a,)<¢.

Megjegyzés
1. A tételt nem bizonyitjuk.

2. A kritérium tehat azt fejezi ki, hogy a sorozat konvergenciajahoz sziikséges és
elegendd, ha a sorozat egyre nagyobb index( tagjai ,végtelentl kézel” kertlnek
egymashoz.

3. Vannak metrikus terek, amelyekben a fenti tulajdonsaggal biré un. Cauchy-
sorozatok nem konvergensek, mert a konvergencia pont mar nem eleme a térnek.
Ezek a terek nem ,teljesek”. Azt a metrikus teret, amelynek minden Cauchy-
sorozata konvergens teljes metrikus térnek nevezziik.

172.2.6 Konvergens sorozatok tulajdonsagai

Nem nehéz belatni — az érdekl6dd hallgatok feladatul tizhetik ki maguknak — az alabbi
allitasokat:

13. Tétel

Legyen lima, =a, limb, =b és c € R. Ekkor

n—o N—o0

(1) Lim(an +b,)=a+b
2 !im(c-an):c-a

(3) Lim(an-bn)za-b

(4) ha b # 0 akkor Iim% :%.

n
Megjegyzés
1. A lim(a,—b,)=a—-b kovetkezik az (1) és (2)-bdl.
n—oo

2. Habar ugy tinik, hogy a fenti fogalomalkotasnal a ,tavolsag” fogalma jatszik
alapvet6 szerepet, ez még sincs igy. A nyilt kérnyezet az, amely megalapozza a
tovabbi definiciokat. Mi a kdrnyezetet a tavolsag fogalom segitségével definialtuk,
de tehettik volna masként is. Példaul igy: Tekintsik a H halmazt és jeldljuk ki e
halmaz részhalmazainak egy olyan rendszerét, amely a koévetkezé
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tulajdonsagokkal bir: A teljes és az Ures halmaz tartozzék e rendszerhez,
tetsz6legesen sok rendszerbeli részhalmaz unidja is legyen eleme a rendszernek,
véges sok rendszerbeli részhalmaz metszete is legyen eleme a fenti rendszernek.
Ezt a kivalasztott részhalmaz rendszert kdrnyezetrendszernek nevezhetjik és igy
jutunk el a topologikus tér fogalmahoz. Ennek vizsgalata nem tartozik az
alkalmazott tudomanyok, igy a szamitastudomany hataskdérébe sem, éppen ezért
ezzel a studium keretei kdz6tt nem foglalkozunk.

172.2.7 Fuggvények

Mint azt mar a leképezések targyalasakor emlitettik, a ,leképezés” és a ,fuggvény”
szamunkra azonos fogalmakat jelentenek. Ha mast nem emlitlink, akkor itt és most a valds
szamok halmazat a valdos szamok halmazaba leképez6 egyvaltozés valés fuggvényekrdl

beszéllink. Azaz, vizsgalatunk targyat az f: R — R leképezések jelentik.

Alkalmazkodva a konvenciondlis — és szamos esetben praktikus — jeldléshez az f(x)
alaku format fogjuk hasznalni. Ebben a jelélésben az X jeldli a fliggetlen valtozét, azaz azt,
amihez az f fliggvény értéket rendel. Példaul a jol ismert f(x) = x * fiiggvény esetében az x
valtozé felveheti értékként a valdés szamok mindegyikét és értékil a fliggvény a felvett érték
négyzetét adja vissza. Példaul: f(0) = 0, f(2) = 4, f(-2) = 4, f(-3) = 9.

Lesznek olyan fiiggvényeink, amelyek nem minden valés szamra ,mikédnek”.

Tekintsiik az f(x) = x_+i fliggvényt! Nem nehéz észrevenniink, hogy, az x = 1 helyen ez a

fuggvény ,cs6dét mond”. Ugy mondjuk, hogy a fliggvény az x = 1 helyen nincs értelmezve.

A figyelmes olvasé most fel kell, hogy szisszenjen, mert a leképezéseknél azt tanultuk,
hogy egy relacié akkor és csakis akkor leképezés, ha jelen esetben a valdés szamok
mindegyikéhez rendel az f egy és csakis egy értéket. Ez valéban ellentmondas, de kénnyen
feloldhaté. Minden esetben leszlikithetnénk az R halmazt ugy, hogy a leképezés fogalma ne
sériljon. Példankban tehat ugy kellene megadnunk, hogy f: R\ {1} — R. Mivel vizsgalatunk
nem algebrai jellegi strukturalis vizsgalatokra iranyul ezért ettdl ebben a fejezetben eltériink
és felelevenitjuk az értelmezési tartomany fogalmat.

17. Definicio

Az f figgvény értelmezési tartomanya az a halmaz, amelybdl értékeit felveszi.

Fenti példankban tehat a fuggvény értelmezési tartomanya az 1-t6l kilénb6z6 valos
szamok halmaza. Ez a kicsi és nem lényegi korrekcié utan térjunk at vizsgalatunk igazi
targyara a fuggvények hatarértékére és folytonossagara.

172.2.7.1 Fuggveny hatarértéke és folytonossaga
Tekintsuk az alabbi fuggvényt!

v

3
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Latjuk, hogy a flggvény X, pontjaban a fuggvény ,furcsan” viselkedik. Vegyiink egy

olyan y, szamsorozatot, amelynek tagjai az X,-nal kisebb szamok és az X,-hoz konvergal.
Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a sorozat balrdl kozeliti az X, pontot. Vizsgaljuk meg az
f(y,) értékeket, amely szamok szintén egy sorozatot definialnak!

Lathato, hogy ez utdbbi sorozat is konvergal ahhoz a szamhoz, amelyet ugy kapunk,
hogy a ,karikat” levetitjuk az y-tengelyre. Vegyuk most azt a z, sorozatot, amely az X,

ponthoz ,jobbrol” konvergal. Az f(z,) sorozat szintén konvergens lesz és az f(X,)
szamhoz fog konvergalni.

Tekintsik most a

/‘/r

v

o
fuggvenyt.
Ha az el6bbi vizsgalatokat elvégezzik, akkor azt lathatjuk, hogy tetszéleges X, — X,

X, # X, konvergens sorozat esetén az f(x,) szdmsorozat ugyanahhoz a szamhoz fog

konvergalni, még ha az a szdm nem is az f(X,), hiszen fliggvényink az X, pontban nincs

is értelmezve. E fenti vizsgalédasaink alkalmat adnak egy hasznos definicio
megfogalmazasara:

18. Definicio

Az f figgvénynek az X, pontban vett hatarértéke az A szam, ha tetszéleges x, — X,
X, # X, sorozat esetén f(x,) > A.

Megjegyzés
1. Az els6 példankban nincs hatarértéke a fuggvénynek, mert megadhatunk két olyan

1 1
sorozatot (példaul az ynzxo—ﬁ és a zn:XO+H) amelyeken a felvett
flggvényértékek sorozata (f(y,) és f(z,)) nem ugyanahhoz a szamhoz
konvergal.

2. Ahhoz, hogy a fuggvénynek egy pontban hatarértéke legyen nem fontos, hogy ott
értelmezve legyen.

3. Ha egy fuggvénynek nincs szakadasa egy pontban, akkor ott létezik hatarértéke,
megforditva nem igaz, ha egy fliggvénynek egy pontban van hatarértéke, akkor ott
nem biztos, hogy értelmezve van.

Modositsuk a vizsgalatunk targyat képezd fliggvény grafikonjat!
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—

v

o |
A fekete kitoltott kor azt szeretné jelképezni, hogy a flggvény az X, pontban is

értelmezve van. Ennek a figgvenynek nem csak, hogy létezik hatarértéke az X, pontban, de

ez a hatarérték nem mas, mint az f(X,). llyen esetben azt mondjuk, hogy az f fliggvény

folytonos az X, pontban. Ezt az alapvetd fogalmat egy kissé jobban megvizsgaljuk és tobb,

egymassal ekvivalens definiciot is adunk ra.

19. Definicio

Az f fliggvény folytonos az X, pontban, ha ott van hatarértéke és ez megegyezik
f(x,) -al.

20. Definicio

Az f fuggvény folytonos az X, pontban, ha ott értelmezve van és minden X, — X,

X, # X, sorozat esetén f(x,) —> f(X,).

21. Definicio

Az f fuggvény folytonos az X, pontban, ha tetszéleges kicsi, de pozitiv &hoz,
megadhatd olyan az &6l fiiggé pozitiv szam, hogy valahanyszor | X—X, |< d , mindannyiszor
[ f(X)—-f(x))l<e.

Megjegyzés

1. A fenti definiciok az egy pontban vald hatarértéket és folytonossagot definialjak,
tehat nem beszélnek az intervallumon vett folytonossagrol.

2. (Csak az érdekl6dd hallgatoknak szant anyagrész, nem kotelezd)

Ez utdbbi definicid, amelyet egyébként Cauchy-tipusu definicidonak is mondanak,
sugallja, hogy itt a mar megismert tavolsag fogalom jatszik kdzponti szerepet.
Eppen ezért elszakadva a valds szamok halmazatél probaljuk meg definiaini a
folytonossagot altalanosabban is. ime egy definicio:

Legyen (H,p) és (K,y) két metrikus tér. Az f: H — K fliggvény az X, € H -ban

folytonos, ha tetszélegesen kicsi, de pozitiv f-hoz megadhaté olyan — ez el6bbitél
fuggé — pozitiv. A, hogy valahanyszor p(X,X,)<A, mindannyiszor

y(f(x), Fg)) < 8.

Topolégikus terekben szintén definialhaté a folytonossag fogalma, sét ez a fogalom
az egyik kézponti fogalma a topoldgiai vizsgalatoknak.

A fenti folytonossag definicio intervallumra valé kiterjesztése a kdvetkezd:
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22. Definicioé

Az f(x) fliggvény folytonos az (a,b) nyilt intervallumon, ha annak minden pontjaban
folytonos.

Megjegyzés

Az intervallumon vett folytonossag szemléletes. A figgvény képét megjelenité gérbén
nem lehet szakadas. De ez természetesen nem definicid, hiszen megadhaté olyan fliggvény,
amelynek egy pont kortli viselkedése a szemlélet utjan aligha lathato be. llyen példaul az:

.1
sin=,hax=0
f(x) = X )

0,hax=0

172.2.7.2 Folytonos fuggvények tulajdonsagai

Az alabbi allitasokat nem bizonyitjuk, de a késébbiekben még visszautalunk a
folytonos flggvények tulajdonsagaira.

14. Tétel
Ha az f(x) és g(x) fliggvények az x, pontban folytonosak, akkor az
1 f(x) +9(x)
2. a-f(x),ahola e R
3. f(x)-9(x)
%, ha g(x,) =0

fuggvények is folytonosak az X, pontban.

Megjegyzés

A fenti azonossagok alkalmazasaval, flggvények tetsz6leges, un. linearis
kombinaciéjardl is el tudjuk donteni a folytonossag meglétét az adott pontban.
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172.2.8 Ellenorzo kérdések

o~ w DN PRE

10.

Ertelmezze a tanult konvergencia kritériumot!

Mit jelent az a fenti kritériumban, hogy ,szikséges és elegendd”?
Ismertesse a konvergens sorozatok tulajdonsagait!

Mit nevezunk figgvénynek?

Mit nevezlink az f(x) fliggvény értelmezési tartomanyanak és mit az értékkészleté-
nek?

Az x, pontban val6 folytonossagbdl kdvetkezik-e, hogy ott a fliggvénynek van ha-
tarértéke? Es megforditva?
Mikor folytonos a fliggvény egy nyilt intervallumon?

Adjon példat olyan flggvényre, amelynek egy x, pontban van hatarértéke, de ott
nem folytonos!

Adjon példat olyan fuggvényre, amelynek egy x, pontban nincs hatarértéke!

Adjon megy olyan f(x) fliggvényt és egy olyan nyilt intervallumot, amelyen ez el6bbi
fuggveény folytonos!

#23
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3. TEMA

Komplex szamok

172.3.1 Bevezetés

A halmazelméleti alapok elsajatitasa kdzben bemutattuk a természetes szamok egyik
konstrukciéjat. Mint lattuk, a természetes szamok halmazan a kivonas nem volt mivelet,
ezeért célszerl volt bevezetni az egész szamok halmazat; hasonléan, az egész szamok
halmazan a szorzas miivelete nem invertalhatd, ezért praktikus volt bevezetni a racionalis
szamok halmazat.

Kdzépiskolaban megmutatjak, hogy létezik olyan szam, amelyik nem racionalis. Az
irracionalis és a racionalis szamok halmazanak unidjat nevezzuik valés szamoknak. A valos
szamok halmaza sem elegendden b6, mert példaul az

x2+1=0

egyenletnek nincs megoldasa a valdés szamok halmazan, azaz nincs olyan valdés szam,
amelynek a négyzetéhez egyet hozzaadva nullat kapnank eredmeényul.

Fontos észrevenniink, hogy a folyamatos halmazbdvitések soran, a halmazokon
definialt 0sszeadas és szorzas miveletek, minden a bdvités el6tti halmazon definialt
muveleteknek a kiterjesztései lettek.

Célunk a tovabbiakban az, hogy olyan médon bévitsiik a valés szamok halmazat,
hogy

1. Az x* +1 =0 egyenlet megoldhaté legyen az Uj struktdraban.
2. Az uj halmaz valodi részhalmazkeént tartalmazza a valés szamok halmazat.

3. Az uj halmazon definialt 6sszeadas és szorzas muiveletek a valés szamhalmazon
ertelmezett miveleteknek a kiterjesztése legyen.

172.3.2 Komplex szamok konstrukcidja

Az Uj halmaz legyen a sik pontjainak a halmaza, amely nem mas, mint az R x R, azaz
a valés szamparok halmaza. Ez utébbit a tovabbiakban C-vel fogjuk jel6lni. Mivel a szamsik
valédi részhalmazként tartalmazza a szdmegyenest, ezért elmondhatjuk, hogy minden, az
egyenesen elhelyezked6 (a,0) alaku elem egyben a C-nek is eleme.

Definialjuk a C halmazon az alabbi két miveletet!

23. Definicié

(ab) +(cd)=(a+cb+d)
(@b)-(cd)=(@a-c—b-d,a-d+b-c)

Megjegyzés

Amennyire természetesnek tlinik az dsszeadas definicidja, annyira furcsa a szorzasé.
Mint majd latni fogjuk a definicid j6, azaz valdban: az uj miiveletek, a valés szamok
halmazan a ,régi” dsszeadas és szorzas miveletét adjak vissza, masrészt bizonyithato,
hogy a szorzasra adott fenti definicié az egyetlen lehetéségiink arra, hogy a bévités korrekt
legyen.
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15. Tétel

Mind az osszeadas, mind a szorzas miivelete a C halmazon kommutativ,
asszociativ, a szorzas az 6sszeadasra nézve disztributiv.

Bizonyitas
Gyakorlasképpen az Olvasora bizzuk a fentiek belatasat.
16. Tétel

A fenti definicié — ha a miiveletet a szamegyenesre sziikitjiik le — visszaadja a
valés szamokon definialt 6sszeadas és szorzas miiveletét.

Bizonyitas
(@,0) + (b,0) = (a + b,0),
(@,0) - (b,0) =(a- b,0).

17. Tétel
A komplex szamok halmazan az x° + 1 = 0 egyenlet megoldhaté.
Bizonyitas
Tekintsiik a (0,1) pontot, amely eleme a C halmaznak! E pont négyzete, ami nem mas,

mint az 6nmagaval vett szorzata (0,1) - (0,1) = (-1,0). Azaz, a (0,1) komplex szam megolda-
sa a fenti egyenletnek.

|

Vezessiik be a (0,1) = i jeldlést!* A fentiek alapjan i* = —1.

172.3.3 A komplex szamok hagyomanyos (algebrai) alakja

Mivel (a,b) = (a,0) + (0,b) ezért az elébbi jelolést figyelembe véve, tovabba azt, hogy
b-i=(b,0)-(0,1) =(0,b) azt kapjuk, hogy

(@ab)y=a+b-i.

Az (a,b) szampart a tovabbiakban komplex szamnak fogjuk nevezni. Ahogyan a valos
szamok a szamegyenes pontjaival, ugy a komplex szamok a sik pontjaival lesznek
reprezentalva. A ,komplex” elnevezés abbdl szarmazik, hogy egy komplex szam két részbdl
all: egy valos és egy képzetes részbdl, pontosabban:

/'Z:a.l-l-b.i
komplex szam

valds rész képzetes rész

ahol az ,1” a valés multiplikativ egység, az ,a” és ,b” valés szam az ,i” a képzetes
egység.

172.3.4 A komplex szamok trigonometrikus alakja

Komplex szamok helyvektorokkal torténd abrazolasa, meglehetésen szemiéletes.

* Az i betii az imaginarius (képzetes) szénak az elsé betijébdl szarmazik.
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z=(a,b)

Re
24. Definicio

Az=a+b-ikomplex szam komplex konjugaltjan a z = a — b - i komplex szamot
értjik.

18. Tétel
z-z7=a’+b? azaz valés szam.
Bizonyitas
A definiciok alapjan trivialis.
|

A fenti egyszer(i de fontos allitas lehetévé teszi, hogy a komplex szamok osztasat
visszavezessik valés szammal vald osztasra. Példaul, ha az

1+3i
2-5i
hanyadost kell kiszamitanunk, akkor az az eljaras, hogy mind a szamlalét, mind a

nevez6t megszorozzuk nevezé komplex konjugaltjaval, jelen esetben a 2 + 5i-vel. Innen
pedig tagonkénti osztassal j6n a végeredmény, hiszen a nevez6 ekkor mar valds szam.

172.3.5 Komplex szam abszolut értéke

Valos szamok korében a szam abszolut értéke a szamnak a nullatol vald tavolsagat
jeldli. Az abszolut érték fogalmat kdnnyen kiterjeszthetjuk a komplex szamok esetére is.
Semmi Ujat nem mondva: egy komplex szam abszolut értékén a szamnak az origétol valo
tavolsagat nevezzuk.

Amig a valés szamok esetében minden esetben két szam van ugyan olyan pozitiv
tavolsagra az origétol (példaul a 3 és a —3), addig a komplex szamok esetében végtelen sok
komplex szam van egy adott pozitiv tavolsagra a (0,0) ponttdl.

25. Definicio

Az=a+b-ikomplex szam abszolit értéke |z| =%/a’ + b’ .

Megjegyzés
Ha a szam konjugaltjat tekintjik, akkor |z|=3%/z-Z. Az azonos abszolut értékkel

rendelkezd komplex szamok az origd kdzéppontu |Z| sugaru koérén helyezkednek el.

A komplex szamok el6z6ekben bevezetett alakja praktikus, ha az dsszeadas miveletét
tekintjuk, de rendkivul kényelmetlen, ha szoroznunk, netan hatvanyoznunk kell 6ket. Nincs
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akadalya annak, mint majd latni fogjuk, hogy egy praktikus és ekvivalens atfogalmazast
adjunk, amelynek célja kizarélag az, hogy a gyokvonas és a hatvanyozas elemi médon is
elvégezhetd legyen.

Amint azt az el6z6ekben lattuk a sik helyvektorainak halmaza és a komplex szamok
halmaza kozott bijekcio létesithetd, s6t ennél még tébbet is mondhatunk, ha mint
kétmUveletes strukturakat tekintjik a fenti két halmazt, akkor nem nehéz megmutatnunk,
hogy azok izomorfak. Ez pedig, mint azt az algebrai strukturak lejképezései fejezetben
megemlitettlk, azt jelenti, hogy absztrakt algebrai szempontbdél azonosnak tekinthetéek.

A sik helyvektorai azonban ugy is megadhatéak, hogy hosszukat és a valds tengellyel
bezart sz6gét. Ezt mutatja be az alabbi abra:

A

Mivel a vektornak a valds tengelyre esé vetllete r - Cosq, tovabba a képzetes tengelyre
es0 vetllete r - sina, ezért — figyelembe véve az el6zéekben bevezetett z=a + b - i alakot —,
azt kapjuk, hogy minden komplex szam felirhaté az alabbi, un. trigonometrikus alakban:

z=r-(cosa+i-sing).
A fenti alakban felirt komplex szdmok szorzasa, és igy hatvanyozasa is egyszerisodik.
19. Tétel
Ha z, =r(cosa +isina) és z, =r,(cosp+isin ), akkor
z,-2, =nr,(cos(a + B) +isin(a + f)).
Bizonyitas

Emlékeztetve az olvasot a kdzépiskolaban tanult an. addicios tételekre, miszerint
cos(a + ) =cosacosf —sinasin g, illetve sin(a + ) =sina cosf +cosasin f az éllitas a

szorzassal és megfelel6 atrendezéssel kdzvetlenll belathato.

A fenti tétel kdzvetlen kdvetkezménye az un. Moivre-képlet, amely a komplex szamok
hatvanyozasardl szol.

20. Tétel

Haz=r-(cosa+ i sina), akkor z" =r"(cosna +isinna).

172.3.6 Gyokvonas komplex szambél

26. Definicié

A zZ komplex szam n. gyokén azt a w komplex szamot értjuk, amelyre teljesul, hogy

n

Z=W".

Megjegyzés

A fenti definicié kapcsan az alabbi kérdések meriinek fel: van-e egyaltalan gyoke egy
komplex szamnak, ha van, akkor csak egy van-e, vagy esetleg tobb is, €s nem utolsé sorban
mi a gyokvonas ,algoritmusa”. Mint majd latni fogjuk minden komplex szamnak van n. gyoke,
mégpedig pontosan n darab.
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Tegylk fel, hogy z = r - (cosa + i- Sina) szamnak keressiik az n. gyokét. Amennyiben

ez a gyok aw = s - (cose + i- sing) lenne, akkor az el6bbi definicio alapjan a kovetkezd
egyenléségnek kell teljesulnie:

r- (cosa + i- sina) = (s(cosg +ising))".
A Moivre-képlet alapjan ez ekvivalens a
r-(cosa+i-sina) = s"- (cosng + i- sinng).
Ez az egyenléség csak akkor allhat fenn, ha
r=s"és a=ne.

Nem elfelejtve azt, hogy egy szdg, lényegét tekintve azonos azzal a szdggel, amelyet
ugy kapunk, hogy a telijes kort, a 27t az adott sz6ghdz hozzaadjuk. Ennek figyelembe
vételével az elébbi képletlinket ugy kell pontositanunk, hogy

r=s"ésa+k2r=nep.

Mivel az r és az S nem negativ valés szamok — tavolsagrél van szé! — a gyokvonas
+k2
elvégezhets, és igy azt kapjuk, hogy s=1r , tovabba ¢ = % ahol k = 0,1,2,....n-1.

Ezzel az el6z6ekben felvetett kérdések mindegyikét megvalaszoltuk, sé6t megadtuk a gyokdk
kiszamitasanak keépleteit is.

il
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172.3.7 Ellenorzo kérdések, feladatok

1.

Venn-diagram segitségével abrazolja a valés szamok azon részhalmazait, amelyek
a természetes, egész, racionalis és irracionalis szamokat tartalmazza!

Miért szikséges a valds szamok bdvitése?

3. Adja meg a bévités Iépéseit! Hasznalja az absztrakt algebraban tanult alapfogalma-

15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

kat!

Milyen kapcsolat van a sik helyvektorai és a komplex szamok halmaza k6z6tt?
Milyen kapcsolat van a (C;+) és a (V;+) algebrai strukturak kozott?
Jellemezze a (C;+) algebrai strukturat!

Mit nevezink egy komplex szam abszolut értékének?

A valés szamokhoz hasonléan rendezett-e a (C;+) struktira?

Mi a komplex konjugalt geometriai jelentése?

. Milyen szamossagu halmaz a C?

. Vezesse le egy komplex szam trigonometrikus alakjat!

. Mit jelent a komplex szam felirdsaban az i?

. Hol helyezkednek el a komplex sikon egy szam gyokei?

. Végezze el a kovetkezd miveleteket: (5+3i)+(2—4i); 8+1)(2—-1); (3—-1)(B+1);

(3+i)  (5-2i)
L-i) " (2+3i)

Abrazolja a fenti feladatban szereplé szamokat!

irja &t trigonometrikus alakba a kévetkezé szamokat: (1+iv2); (V2+iv3);
(-1-iV3).

] 17
Szamitsa ki az alabbi hatvanyokat: (%4—%} c(L-i)"

irja fel a fentiekben szerepelt komplex szamokat trigonometrikus alakban!

Hol helyezkednek el a komplex szamsikon azok a komplex szamok, amelyek
abszolut értéke nagyobb mint 5?

irja at az alabbi trigonometrikus alakban felirt komplex szamokat ,hagyomanyos”

alakba: 2(0032?7[ +i sinz?ﬁj ; 3(cosb6°52'+isin56°52") .

Szamitsa ki a kdvetkez6 gyokoket: §/—27; 3/2-2i ; 6/112'/5 A
+1

Adjuk meg azokat a komplex szamokat, amelyek az alabbi masodfoku polinomok
gyokei: x> +2x+5; 3x* + x+2
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4. TEMA

Polinomok

Az elemi matematikabdl koézismert a-x+b és az ax’ +bx+c=0 egyenleteknek az
altalanositasaként bevezethetjuk az egyetlen x ismeretlent tartalmazo

n n-1
ax +a X +..+ax+a,=0

n-ed foku egyenletet. Az a,,a,,,..., 4, tetszéleges valdés szamok, de fel kell tennink,
hogy a, #0.

172.4.1 Polinomok, mint algebrai kifejezések

A fenti — és a most definialt — egyenletek megoldasanak a feladata azt jelenti, hogy
meg kell keresnlink azokat a szamokat, amelyeket az egyenlet ismeretlenjének a helyébe
behelyettesitve az egyenléség igaz lesz.

Példaul a
3x-15=0

egyenletnek a megoldasa azt jelenti, hogy megadjuk azt a szamot, amelyet az X
helyébe behelyettesitve igaz allitast kapunk. Kénnyen lathatd, hogy a fenti egyenletnek a
megoldasa az x = 5.

Ha ez utébbit, mint fliggvényt tekintjik, akkor f(x) = 3x — 15 elsé foku polinomrol
beszéliink, és ekkor az x = 5-6t a polinom gydkének nevezzik.

27. Definicio

Az f(x) fliggvénynek az x, akkor és csakis akkor gyoke, ha f(x,)=0.

Hasonléan végiggondolhatjuk a fentieket a masodfoku egyenletek, illetve a masodfoku
polinomok esetében is. Ezekkel a kozépiskolakban mar megismerkedtink, sét eljarasokat is
tanultunk arra, hogy hogyan talalhatjuk meg a gyodkdket. Gondoljunk itt a masodfoku
egyenlet megoldé képletére.

Tegylk fel tehat kérdéseinket az n-ed foku egyenletek esetében is! Hany megoldasa
van egy ilyen egyenletnek? Hogyan lehet ezeket megkeresni? A valaszokat csak kimondjuk,
bizonyitani nem fogjuk azokat.

21. Tétel (Az algebra alaptétele)

Egy n-ed foku egyenletek pontosan n-darab megoldasa van. A megoldasok
altalaban komplex szamok.

Megjegyzés

Vajon megadhaté-e a masodfoku egyenlet megoldd képletéhez hasonldé formula?
Azaz, megadhat6-e olyan gydkképlet®, amely tetszéleges n-ed fokl egyenlet egyiitthatéinak
ismeretében visszaadja eredményll a megoldast, illetve megoldasokat. A valasz az algebra
egyik nagy eredménye. A csoportelméleti médszerekkel bebizonyitott — Galois eredményein
alapulo — tétel szerint:

> Gydkképletnek olyan formulat neveziink, amelyben csak az egyenlet egyiitthatéi, racionalis
szamok, tovabba a négy alapmiivelet és a gydkvonas szerepelhet véges sokszor.
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22. Tétel

Az n > 5 esetben az n-ed foku egyenletnek nincsen azt megoldé gyokképlete.

Az elbz6 tétel szerint nem adhatdé meg ilyen képlet, tehat mas utat kell keresniink a
gyokok kiszamitasara.
23. Tétel

Tekintsiik a legfeljebb n-ed foka polinomok halmazat és az azon definialt ®©
(6sszeadas) miiveletét. Az igy kapott struktira Abel-csoportot alkot.

Bizonyitas
Az Abel-csoport definicidjabdl azonnal kdvetkezik a tétel allitasa.

M
172.4.2 Polinomok, mint fliggvények

Ha a polinomokat, mint fliggvényeket tekintjik, akkor a fliggvényeknek egy nagyon
baratsagos osztalyahoz jutunk, mert igaz az alabbi

24. Tétel
A polinomok
1. ateljes szamegyenesen értelmezettek
2. aszamegyenes minden pontjaban folytonosak
3. akarhanyszor differencialhatéak.

Ezek a tulajdonsagok — viszonyitva mas figgvényekhez képest — rendkivul hasznossa
teszik 6ket, s6t a ,bonyolultabb” figgvényeket is képesek vagyunk velik kdzeliteni.

172.4.3 Lagrange-féle interpolacié

A fuggvények kozelitésének modszereivel az approximacié-elmélet foglalkozik. Mi a
fuggvények kozelitésének egy egyszerl, de széles kérben hasznalt mddjaval az interpolacié
utjan torténd kozelitéssel fogunk foglalkozni. Itt is a legegyszer(ibb feladat megoldasat
tlzzUk ki célul, nevezetesen:

Ha adottak a diszkrét X;,X,,...,X, pontok és az ezekben a pontokban felvett
Vi, Y, Y, flggvényértékek, akkor, hogyan tudjuk meghatérozni az f(x) fuggvény értékeit
mas X pontokban?

A probléma lépten-nyomon felbukkan a szamitdstechnikdban. Gondoljunk itt egy
szogfuggveény értékeinek a kiszamitasara. Mint, ahogyan azt az el6z6ekben emlitettik, a
polinomok j6l kezelhetdek, ezért a kdzelitést polinomokkal fogjuk elvégezni.

25. Tétel

Ha adottak a paronként kulénb6zé X, X,,..,X,, pontok, és az ezekben a

pontokban felvett y,,Y,,..., y, fliggvényértékek, akkor létezik egy és csakis egy olyan

legfeljebb n-1-ed foku polinom, amely az alappontokban a megadott y,,V,,... Y,
fliggvényértékeket veszi fel.

Miel6tt nekilatunk a tétel bizonyitdsahoz, a kovetkez6 megjegyzéseket tesszik:

1. Be kell latnunk, hogy valoban létezik ilyen polinom.
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2. Be kell latnunk, hogy a megtalalt polinomnak unicitasa (egyedisége) van, azaz
nincs mas olyan legfeljebb n—1-ed foku polinom, amelyre az éllitas igaz.

3. A megtalalt polinom segitségével fogjuk a kozbllsé pontokban kozeliteni a
kozbulsé értékeket.

Bizonyitas
Un. segéd polinomokat fogunk konstrualni. Tekintsiik az
1L (x) = (X=%,)(X=X%3)...(X = X,)
(Xl - XZ)(Xl - X3)"'(X1 - Xn)
Az |,(x) polinom olyan, hogy az x, pontban 1-et, a tobbi alappontban nullat vesz fel,
tovabba legfeljebb n—1-ed foku.

kifejezést!

Konstrualjuk meg az
IZ(X) — (X B Xl)(x B XS)"'(X B Xn)
(Xz - Xl)(xz - X3)...(X2 - Xn)

polinomot, amely olyan hogy az X, pontban 1-et, a tdbbi alappontban nullat vesz fel,
tovabba legfeljebb n—1-ed foku.

Altalaban az i. ponthoz tartozé segéd polinom alakja a kévetkez6:
() = X EXEKD) KK XX )o (X2 X)
I (Xi _Xl)(xi _XZ)"'(Xi _Xi—l)(xi _Xi+1)"'(xi _Xn)
Ez a polinomunk is olyan, hogy X; pontban 1l-et, a tébbi alappontban nullat vesz fel,
tovabba legfeljebb n—1-ed foku.

Ha elkészitettik az n-darab segéd polinomot, akkor tekintsik a kovetkezd, szintén
legfeljebb n—1-ed foku polinomot:
L(X) =y, (%) + Y, (X) + ...+ yi [ (X) +...+ y, L (%)

amelyet tdmdrebb formaban
L(x) =Dy (X)
i=1

szoktunk leirni. Az L(x) polinom valéban legfeljebb n—1-ed foku és az alappontokban a
megadott y értékeket veszi fel. Azaz a polinom létezését bebizonyitottuk és megadtuk, hogy
hogyan kell azt megkonstrualni.

Az alabbiakban belatjuk a megtalalt polinom unicitasat is.

Tegytk fel, hogy létezik olyan masik, mondjuk M(x) polinom, amely az adott n-darab X
pontban a megadott értékeket veszi fel és legfeljebb n—-1-ed fokd. Ha ilyen van, akkor
képezhet6 a szintén legfeljebb n—1-ed fokd Q(X) polinom, ahol

Q(X) = L(X) - M(x)
Vizsgaljuk meg a Q(X) polinomot! Legfeljebb n—-1-ed foku, de n-darab gyoke van,
hiszen az alappontokban Q(x) nullat vesz fel! Ez viszont ellentmond a 21. tételnek. Azaz, a
Q(x) polinom csak a zérus polinom lehet, de akkor

L(X) = M(x).
M
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5. TEMA

Linearis algebra elemei

A kozépiskolaban megismert helyvektorok azok az iranyitott szakaszok, amelyek
kezd8pontja a Descartes-féle koordinatarendszer origéjaban van régzitve, végpontja pedig a
sik egy tetszéleges pontja. Példaul a v = [3,2] vektor kezdépontja az origd, végpontja pedig
a (3,2) pont. Altalaban jegyezzilk meg, hogy jegyzetiinkben a vektorokat kdvéritett betiikkel
jeloljuk.

Definialhatjuk a vektor hosszat, amely nem mas, mint a kezd6pont és a végpont
euklideszi tavolsaga. Ez utdbbit |v] jeldli.

Konnyen belathatd, hogy a sik helyvektorai és pontjai k6zott bijekciod definialhatdé. A
kozépiskolaban definialtuk a vektorok 6sszeadasat és szammal valé szorzasat, de nem
szoroztunk 0ssze két helyvektort.

Az algebrai strukturak tanulmanyozasanak egyik eredménye az volt, hogy belattuk azt,
hogy szamos — egymastol ,tavol levé” — halmaz mutat hasonlé strukturalis tulajdonsagokat.
igy van ez esetiinkben is. A vektorok halmaza, és az ezen definialt dsszeadas olyan
strukturat hoz létre, amelyik szamos mas objektum altal alkotott struktdrahoz hasonlé. igy
jutunk el a linearis tér definiciojahoz.

172.5.1 Linearis tér

28. Definicio

A nem Ures L halmazt linearis (vagy vektor) térnek nevezziik, ha L az 6sszeadasra
nézve Abel-csoport. (Az additiv egységet O jeldli) masrészt, ha R jeldli a valés szamok
halmazat, akkor VaeR és VXel esetén a - XxeL. Tovabba, ez utdébbi — skalarral valé szorzas
— a kdvetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. a-(b-x)=(a-b)-x

2. 1'x=x

3. (a+b)-x=a-x+b-x
4. a-(x+y)=a-x+b-y.

Minden a,beR és X,yeL esetében.

Példak
1. A valdés szamok halmaza — sajat maga felett — lineéris teret alkot.
2. Jeldlie Cp,p,) az [a,b] intervallum felett definialt folytonos fliggvények halmazat! E
fenti halmaz a valds szamtest felett linearis teret alkot.
3. A konvergens szamsorozatok halmaza az R feletti linearis tér.
4. A sik helyvektorainak a halmaza szintén lineéris tér a valds szamok halmaza felett.
5. A legfeljebb n-edfoku polinomok halmaza linearis tér a valds szamtest felett.

A fenti definiciot altalanosabban is kimondhatjuk, beszélhetink tetszéleges test feletti
linearis térrél. A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl a valés szamtest feletti linearis terek
a legfontosabbak. A kdzépiskolaban megismert helyvektorok halmaza szintén linearis teret
alkot a valos szamok felett, ezért néha a linearis tereket vektortereknek is nevezzik. Mivel
szemléletessége miatt az alapfogalmakat kénnyebb megérteniink, ha vektorok terét hozzuk
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fel példanak, ezért a tovabbiakban ezt targyaljuk, de a bevezetett fogalmak minden linearis
tér esetében értelmezhetdek.

172.5.2 Linearis kombinacio

29. Definicio

Legyenek X;,X,,..,X, tetszlleges vektorok eés az a,a,,.,a, valés szamok. Az

n 9 yeeny Ay

a X, +a,x, +..+a,X, =b kifejezést, ami szintén egy vektor, az x;,X,,..., X, vektorok linearis

A fenti definiciéban szereplé b vektorrdl azt mondjuk, hogy az eléallithato, vagy eldall
az X;,X,,.., X, vektorok linearis kombinacitjakent. Erdekes és fontos kérdés, hogy vajon

van-e véges sok olyan vektor, amelyek a vektortér minden — altaldban végtelen sok — elemét
képesek el6allitani. Amennyiben ilyet talalnank, akkor azt bazisnak fogjuk nevezni. Ahhoz,
hogy a kérdést megvalaszoljuk be kell vezetnlink a ,linearis fliggetlenség” fogalmat.

30. Definicio

Az X,,X,,.., X, vektorok linearisan figgetlen vektorrendszert alkotnak, ha a zérus
vektort csak ugy képesek eléallitani (,linearkombinalni”), hogy az ésszes a,,a,,...,a, szamok
értéke zérus.

Ha egy linearisan fuggetlen vektorrendszerbdl elveszink egy vektort szintén figgetlen
rendszert kapunk, ha pedig egy fuggetlen rendszerhez hozzaadunk egy vektort, akkor vagy
fuggetlen marad vagy mar fiiggd rendszer lesz.

31. Definicioé

Egy vektorrendszer maximalisan linearisan fliggetlen, ha fliggetlen és tetszéleges
vektort a rendszerhez csatolva mar fuggé rendszert kapunk.

26. Tétel

Egy vektortér maximalisan linearisan fuggetlen rendszereinek elemszama
azonos.

A fenti tételben szerepld elemszamot a tér dimenzidjanak nevezzuk. A fogalom
megértését az alabbi példak konnyitik meg:

1. Az egyenes egydimenziés, mert az egységvektor minden valés szamot képes
el6éallitani, ha azt a kérdéses valés szammal megszorozzuk.

2. A sik kétdimenzios, mert a két egységvektor minden sikbeli vektort képes elballitani,
hasonl6an a tér haromdimenzios.

172.5.3 Matrixok

Szamos probléma megoldasat egyszerisitik le a matrixok. Altalanosan matrixnak
nevezunk minden n x m-es tablazatot, amelyet szégletes vagy kerek zaréjelek kozé tesziink.

Példaul a
a1,1 a1,2 a1,3"' al,m
a‘2,1 a'2,1 a2,3"' a2,m
an,l an,z an,S"' an,m
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matrixnak n sora és m oszlopa van, ezt az A fogja jeldlni, ahol az als6 indexek a

(n,m)
sorokat, illetve az oszlopokat jeldlik. Az A(l,m) matrix egy sorbdl és m oszlopbdl all, azaz egy

sorvektorrol van sz6. Hasonléan lathatjuk be azt is, hogy az oszlopvektorok specialis
matrixok Az alabbiakban definialunk néhany — a késdbbiekben hasznalatos — specialis
matrixot.

32. Definicioé

Az A, matrix transzponalt matrixan azt az A’mn matrixot értjik, amelyet gy

kapunk, hogy az eredeti matrix sorait felcseréljik az oszlopaival.

Példaul a
1 -4

185 -1 o . 8 5 "
matrix transzponaltja a matrix.
-4 5 9 3 5 9

-1 3

33. Definicio

Négyzetesnek neveziink egy matrixot, ha a sorok és az oszlopok szama azonos.

A négyzetes matrixok esetében — és csakis naluk — beszélhetiink a f6atlé fogalmarol.
Ez utébbin az atléban allé

8 Ay Qe 8,
81 8pp Byze @y

elemeket értjuk.
34. Definicioé

Diagonalis matrix az a négyzetes matrix, amelynek csak a féatldban van zérustol
kildénbdzb eleme.

35. Definicio

Egységmatrixnak nevezzik azt a diagondlis matrixot, amely féatlojaban egyesek
allnak.

36. Definicio

Szimmetrikusnak nevezzik azt a négyzetes matrixot, amely esetében @, ; =a;; Vi,

esetén.

37. Definicio

Zérusmatrixnak nevezzik azt a matrixot, amelynek minden eleme zérus. ‘

38. Definicio

Antiszimmetrikusnak nevezzik azt a négyzetes matrixot, amelyik esetében

a;; =—a;; Vi, esetén.
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172.5.4 Matrixaritmetika

Az elkdvetkez6kben — hacsak masra nem utalunk — a matrixok elemei valdés szadmok
lesznek. Matrixoknak egy elég b6é halmazan — hasonléan az absztrakt algebra tanulmanya-
inknal megszokottakhoz — praktikus médon miveleteket definialunk. A transzponalt képzése
példaul egyvaltozés miiveletnek is felfoghaté, de hasonldéan a valés szamok halmazahoz,
definialjuk az 6sszeadas és a szorzas miveleteket, illetve a skalarral val6 szorzast.

39. Definicié

Az A(n'm)

egyeniék, azaz a;; =b,; (i=1,...,n;j=1,...m).

matrix akkor és csakis akkor egyenlé a B, matrixszal, ha elemeik rendre

(n,m)

40. Definicié

Az A(n'm)
elemeire ¢;; =4, ; +bi’j (i=1,.,n;j=1,....m).

matrix és a B, ,, matrix 6sszegén azt a C ., matrixot értjuk, amelynek

Megjegyzés

1. A definiciébdl kdvetkez6en csak azonos sor és oszlopszammal rendelkezd matrixokat
tudunk dsszeadni.

2. Matrixokat ugy adunk 6ssze, hogy a megfelelé6 komponenseiket dsszeadjuk.
41. Definicié

Matrixot ugy szorzunk egy valéos szammal, hogy a matrix minden elemét
megszorozzuk, azaz k~A(n'm) =B ahol bi’j =k-ai’j @i=1,..,n;j=1,....m).

(n,m)?

27. Tétel

Minden négyzetes matrix felbonthaté egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus
matrix 6sszegére.

Bizonyitas

Ha adott az A, , matrix, akkor legyen S és §(n,n) két matrix, amelyeket az alabbi

(n.n)
modokon definialunk:

St = 5 Ay +A ) Sy =5 (A ~A')
Ekkor
Awm =San t §(n,n)
M
28. Tétel

Matrixoknak egy elegendéen b6é halmaza zart az 6sszeadasra nézve, tovabba az
osszeadas kommutativ, asszociativ, egységelem a zérusmatrix.

Bizonyitas
Az dsszeadas definiciéjabdl azonnal kdvetkeznek a tétel allitasai, ezért a bizonyitas
trividlis.

|

#36 Software Engineering Course for CIT (Certified Information Technologist) degree
Technical Code: 172 / DEV_092 / Version: 1.1




Matematika B Szofi Press Publishing tankonyv

29. Tétel

Legyen n rogzitett, és tekintsiik az 6sszes A, szammatrixok halmazat. Ez a
halmaz a valés szamtest feletti linearis tér.
Bizonyitas

A linearis tér definiciéjabdl és a 28. tételbdl kovetkezik.

|

A vektorokkal ellentétben definialni fogjuk két matrix szorzatat is, de nem tetszéleges

matrixok esetében. Az A , matrix akkor és csakis akkor szorozhaté Gssze a B,

matrixszal, ha a szorzando (elsd) matrixnak annyi oszlopa van, mint ahany sora a szorzé
(masodik) matrixnak. Ekkor az eredmény C matrixnak n sora és m oszlopa lesz. Az

(n,m)

eredmény matrix elemeit pedig az alabbiak szerint definialjuk.
42. Definicié

Ha adottak az A B

szerint szamitjuk ki:

matrixok, akkor a szorzat C ) matrix elemeit az alabbiak

(n,m

(n,p)* = (p.m)

Cy=a,-b, +a,-b,, +otd, -bpyk

Megjegyzés

A matrixok szorzasa nem kommutativ, de disztributiv mlvelet (az 6sszeadasra nézve).
Feladatként kell megvizsgalnia az olvasénak, hogy asszociativ miivelet-e a matrixszorzas.

30. Tétel

Legyen n régzitett, és tekintsikk az 6sszes A, szammatrixok halmazat. A

szorzas miveletre nézve az egységmatrix a multiplikativ egység, a zérusmatrix pedig
a zéruselem.

Bizonyitas
A tétel belatasat az olvasora bizzuk.

172.5.5 Egyenletrendszerek
Az
a X +a,X, =b
A Xy T @y 5X; = b,

alaku kifejezéseket két ismeretlenes egyenletrendszernek nevezziik. Az egyenletrend-
szer megoldasa azt jelenti, hogy megkeressuk azokat az értékeket, amelyeket az egyenlet-
rendszer ismeretlenjeinek a helyébe beirva igaz allitasokat kapunk. Egy egyenletrendszer-
nek vagy nincs megoldasa, vagy egy megoldasa van, vagy végtelen sok a megoldasok
szama. Kdzépiskolai tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy a fenti egyenletrendszer két egyenest
definial a sikon, és a lehetséges megoldasok geometriailag az aldbbiakat jelentik.

1. A két egyenes egy pontban metszi egymast. Ekkor az egyetlen megoldas a
metszéspont alkotta szam par.

2. A két egyenes parhuzamos, ezért nem metszik egymast. Ekkor nincs az
egyenletrendszernek megoldasa.
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3. A két egyenes egybeesik, ekkor végtelen sok szam par elégiti ki az egyenletrend-
szert.

Matrixszorzassal a fenti egyenletrendszer az alabbi alakban is felirhato:
o L))
a,; a, \X, b,

3%, —2X, =8
—4x, +5%, =17

Példaul a

egyenletrendszer matrixokkal torténd felirasa — figyelembe véve a matrixok szorzasarol

tanultakat — az alabbi:
3 -2) x| (8
—4 5 )\x,) 7))

A két ismeretlenes egyenletrendszerek mintajara n-ismeretlenes egyenletrendszert is
definialhatunk az alabbi moédon:

a; X; +a,,X, +...+3, X, = bl
8,,X + 8, ,X, +...+3, X, =D,

a,,X +a,,X, +..+a, X, =b,

Szorzatalakban az alabbiak szerint irhatjuk fel a fenti egyenletrendszert:

a1,1 al,Z o al,n X b1
Q1 8 v @y | X _ bz
an,l an,z e an,n X, bn

43. Definicié

Linearisnak nevezzik a fenti egyenletrendszert akkor és csakis akkor, ha az
ismeretlenek legfeljebb az elsé hatvanyon szerepelnek az egyenletekben.

44, Definicio

Ha a fenti egyenletrendszerben szereplé b, -szdmok mindegyike zérus, akkor

homogén egyenletrendszerr6l beszélunk, ellenkez§ esetben az egyenletrendszer
inhomogén.

A feladatunk a tovabbiakban az, hogy modszert, illetve algoritmust adjunk arra, hogy a
fenti egyenletrendszer megoldasait megkeressuk, illetve arra, hogy a megoldhatdsagot
egyaltalan eldénthessuik.

45, Definicio

Egy linearis egyenletrendszer ekvivalens atalakitasain azokat a transzformacidkat
értjuk, amelyek soran olyan egyenletrendszerhez jutunk, amelynek megoldasai azonosak az
atalakitast megel6z6 egyenletrendszer megoldasaival.

31. Tétel

Egy linearis egyenletrendszer ekvivalens atalakitasai a kovetkezok:
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Az egyenletrendszer egyik sorat megszorozzuk egy nem nulla szammal.
Az egyenletrendszer két sorat megcseréljiik egymassal.
Az egyenletrendszer két oszlopat megcseréljilkk egymassal.

Az egyik egyenletrendszer egyik sorahoz, hozzaadjuk egy masik sorat.

172.5.6 Gauss-eliminacio

Az alabbiakban ismertetett médszer kdnnyen programozhatd, egyszerl algoritmus,
amelynek tobb gyorsitott valtozata is ismert. Legyen adott az

A X +a,X, t.ta X, = bl
8y, X + 8y ,X, +...+3, X, =D,

a,, X +a,,X, +..+a, X, =b,

egyenletrendszer.

Feltehetjuk, hogy az egyenletrendszer nem minden egyutthatéja nulla, mivel a sorok és
oszlopok cseréje nem valtoztat az egyenletrendszer megoldashalmazan, alkalmas cserékkel
elérhetjik, hogy a,, # 0 teljesdil.

a
Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsé egyenlet —21 szeresét. majd a harmadik

1

a
egyenletbdl az els6é egyenlet 2L szeresét, majd az eljarast folytatva az n. egyenletbdl az
a,,

a
elsé egyenlet —* szeresét.
1,1

Az eljaras utan az alabbi — az el6zdvel ekvivalens — rendszerhez jutunk:
a, X, +a,X, +..+ta, X, =D

0 +a%ux, +..+a%nx, =b%,;

0 +a%x, +..+a%nx, =b®,

Az egyitthatokon, illetve az egyenldségjelek jobb oldalan szereplé szabad tagokon
elhelyezett fels6 indexek azt jelzik, hogy ezek altaldban mar mas szamok, mint az atalakitas

elbtt. Az elsé iteracioval azt értik el, hogy a masodik, harmadik, stb. egyenletek els6 a, , -es

tagja (i = 2,...,n) zérus. Tekintsik a masodik, harmadik, stb. egyenletekbdl allé6 rendszert.

Ekkor is feltehetjiik, hogy ekvivalens atalakitasok utan a®.. #0. A harmadik egyenletbdl
@

vonjuk ki a masodik egyenlet T szeresét, majd a negyedik egyenletb6l a masodik
a2z

@)
egyenlet (1—42 szeresét, majd az eljarast folytatva az utolsé egyenletbdl a masodik egyenlet
a

)2,2

()
d"n2 . . . - L
" szeresét. Az ekvivalens atalakitasok utan jutunk az

a(l)z,z
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X+ a,X, +eta®inx, =b®

0 +a%22x, +..+a%2x, =b®>

0 +0 -i-...-l—a(z)n,nxn =b(2)n

rendszerhez. Ekkor — a harmadik sortol kezd6déen — a masodik oszlop egyutthatéit
nullaztuk ki. Az elsé és masodik egyenlet egyutthatdi nem valtoznak, ezért ezek felsé indexét
sem valtoztattuk meg. Az eljarast folytatva — amennyiben az egyenletrendszer megoldhaté —
olyan rendszerhez jutunk, ahol az utols6 egyenletben csak egyetlen ismeretlen, az utolsé
el6ttiben csak két ismeretlen — és igy tovabb — szerepel. Ekkor az utolsé egyenletbél

kiszamithatjuk az X, ismeretlen értékét. Ezt felhasznalva, az utolsé el6tti egyenletbdl

kiszamithatjuk az X, , ismeretlen értékét, majd hasonléan folytatva, az el6z6leg mar

kiszamolt ismeretlenek értékeit felhasznalva kiszamithatjuk a kovetkezd ismeretlen értékét.
Célszerii az egyenletrendszerek felirasa helyett a kib&vitett matrixra hagyatkozni. A

kibovitett matrixot ugy kapjuk meg, hogy az utolsé oszlop helyére a szabad tagokat irjuk.
Ekkor az alabbi matrixhoz jutunk:

a1,1 a1,2 al,n b1
a2,1 a2,1 a2,nbz

an,l an,2 an,nb

n

Ezen kell elvégeznink a tanult ekvivalens atalakitasokat, mindaddig, amig egy olyan
matrixhoz nem jutunk, amelynek az a,; elemei alatt csupa 0 all.

Ha az egyenletrendszer ekvivalens atalakitasai soran ellentmondasra jutunk, akkor az
egyenletrendszernek nincs megoldasa.

172.5.7 Linearis egyenletrendszer megoldasa determinan-
sok segitségével

Az alabbiakban ismertetink egy olyan megoldast, amelyik az egyenletrendszerek
megoldasat az un. determinansok kiszamitasara vezeti vissza. Mivel itt csak a masod- és
harmadrendl determinansok kiszamitasat tanuljuk, ezért a mdodszerrel is csak két-, illetve
harom ismeretlenes linearis egyenletrendszereket tud majd megoldani, de felhivjuk a
figyelmét arra, hogy tetszdleges n-re is kifejthet6 az n-ed rendli determinans, ezért
tetsz6leges n-ismeretlenes linearis egyenletrendszerek is megoldhaték a mddszer
segitségével.

46. Definicié

Négyzetes matrixokhoz — jol definialt médon — rendelt szamot determinansnak nevez-
zuk.

Egy matrix determinansanak a kifejtése altalanos esetben az un. adjungalt
aldeterminansok segitségével torténi. Ezen a kurzuson csak a masod- és harmadrendi
determinansok kiszamitasat tanuljuk meg, mert ebben az esetekben nem szukséges
bevezetniink az adjungalt aldeterminans fogalmat. Eppen ezért definicidéként fogjuk megadni
a kiszamitas madijait.
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47. Definicioé

al,l a1,2

a‘2,1 a'2,2

ai,l a1 2

' J matrix, akkor az ehhez rendelt determinansta D =
aZ,l a'2,2

Ha adott a (

jeldli, kiszamitasanak keéplete pedig D=a,,-a,,—a,,-a,;.

Hasonlé médon adjuk meg a harmadrend( determinans fogalmat.
48. Definicié

a1,1 a‘1,2 a1,3
Haadottaz | a,, a,, a,; | matrix, akkor az ehhez rendelt determinanst a

a3,l a‘3,2 a3,3

D=la,, a,, a,;
s 43, Qs
jeloli, kiszamitasanak keéplete pedig D=a,,-a,, a5 +a,, 8,385, +8,3°3,,° 35, —
(a1,3 'az,z 'a3,1 +6‘1,1 ‘az,s ‘as,z +a1,2 'az,l ‘a3,3)-

Nagyon fontos az az eset — még sokszor fogunk hivatkozni ra — amikor egy
determinans értéke zérus.

32. Tétel

Ha egy masodfoku linearis egyenletrendszer egyiitthatoibol képzett matrix
determinansa nem nulla, akkor a megoldasokat az alabbi képletek szolgaltatjak:

bl a1,2 a1,2 bl
b2 a2,2 - a'2,1 b2
“STp SRt

ahol D az egyiitthatok matrixanak determinansat jeloli.
Hasonldéan, a harmadrendd linearis egyenletrendszerek esetében érvényes a

33. Tétel

Ha egy harmadfoku linearis egyenletrendszer egyiitthatéibol képzett matrix
determinansa nem nulla, akkor a megoldasokat az alabbi képletek szolgaltatjak:

b, a, a;, a, b a, a,; a, b

bZ a2,2 a2,3 a2,1 b2 a2,3 a'2,1 a2,2 b2

b3 a3,2 a3,3 a3,1 b3 a3,3 a3,1 a3,2 b3

X, = 5 , Xy = 5 ’X3:T'
Megjegyzések

1. Ha a determinans és a szamlaléban kifejtend6 determinans értéke egyidejlileg zérus,
akkor végtelen sok megoldasa van az egyenletrendszernek.

2. Abban az esetben, ha a determinans zérus, de van olyan szamlalobeli érték, amelyik
kiilénbozik a nullatol, akkor nincs megoldas.
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172.5.8 Forgaté és tiikrozoé matrixok

A matrixoknak — az informatikaban vett — gyakorlati alkalmazasaira egy masik példat is
megmutatunk. A képerny6n torténd forgatasok, tukrozések és egyéb alakzat manipulaciok
visszavezethet6k matrixok szorzasara.

34. Tétel
Ha adott a sik egy tetszéleges P(X,y) pontja, akkor ennek az X-tengelyre vett

Lo 1
P (x,y) tukorképét az (O ] matrixszal valé szorzassal allithatjuk el6.

Bizonyitas

Felrajzolva a pontnak az X-tengelyre vett tikorképét lathatjuk, hogy
X =1.-x+0-y
y =0-x-1-y

5o S0

Hasonloan lathatjuk be az alabbi tételeket:
35. Tétel

Ha adott a sik egy tetszéleges P(X,y) pontja, akkor ennek az Y-tengelyre vett

Ezért

il

S -1 0
P (x,y) tikorképét a ( 0 J matrixszal valé szorzassal allithatjuk el6.

36. Tétel
Ha adott a sik egy tetszéleges P(X,y) pontja, akkor ennek az origé koril vett o-
cosa —sina

szoggel valo elforgatasaval kapott P (x,y) pontot a ( _
sina cosa

] transzformacios
matrix allitja elo.

Az utébbi két tétel bizonyitasat az olvaséra bizzuk. A 36-os tétel bizonyitasakor a
kozépiskolaban tanult addicios tételeket célszer( felhasznalni.

172.5.9 Linearis transzformaciok

A sik minden pontjat megszorozva egy 2 x 2-es matrixszal, szintén egy-egy sikbeli
pontot kapunk eredményul, tehat a sik egy transzformaciojardl beszélhetlink. Természetesen
a kapott pontok nem feltétlenll kiilonbdzéek. Példaul a 2 x 2-es zérusmatrix az egész sikot
az origdba ,huzza” dssze.

49. Definicio

Ha adott egy H linearis tér a valés szamtest felett, akkor a térnek egy ¢:H — H
transzformaciéja homogén, ha barmely A valds szamra és barmely XxeH esetén

P4 - x) = 4] - p(x)
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A definicié szemléletes a tartalma a kdvetkezd: Mindegy, hogy a vektor szorzasat
végezzik el elsének, majd utébb hajtjuk végre a transzformaciét, az eredmény azonos lesz
azzal a vektorral, amelyet ugy kapunk, hogy az eredeti vektort transzformaljuk, majd utébb
szorozzuk azt meg.

50. Definicio

Ha adott egy H linearis tér a valés szamtest felett, akkor a térnek egy ¢:H — H
transzformacidja additiv, ha barmely X,yeH esetén

PX+Y) = pX) + oY)

Additiv transzformaciok esetében az 6sszeadas és a leképezés sorrendje cserélhetd
fel.

51. Definicio

Ha adott egy H linearis tér a valés szamtest felett, akkor a térnek egy ¢'H — H
transzformacidja linearis, ha homogén és additiv.

A sik linearis transzformacioinak egy részét mar kdzépiskolabol ismerhetjuk. Ezek a
tikrozés, parhuzamos eltolas, forgatas. Megjegyezzik, de itt nem bizonyitjuk, hogy ezek
mindegyike el6allithatd tengelyes tukrozések véges sok ismétlésével. A linearis
transzformaciok és a matrixok kapcsolatat az alabbi alapveté tétel irja le.

37. Tétel

A sik linearis transzformacioinak a halmaza, tovabba a 2 x 2-es — nem nulla
determinanssal rendelkez6 — matrixok halmaza ekvivalens.
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172.5.10 Feladatok

1 1 1 1 0 1+i
1. Szamitsuk ki a kovetkez6 determinansokat: -1 0 1; |-i 1 O0];
-1 -1 0 (a-i 0 1
cosa Ssina| | 1 g, a
sing cosp| |lg,b 1
2. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszereket a Cramer-szabaly segitségével:
2X =X, = X3 =4 X +X, +2X;=-1 3X +2X,+X; =5 X +2X, +4X, =31
3X, +4X, —2X; =11; 2X, — X, +2X; =—4; 2% +3X, +X; =1 ; 5%, + X, +2X; =29
3X, —2X, +4X; =11 4AX +X, +4X; =-2 2% +X, +3X; =11 3X —X, +X; =10

tga -1
1 tgo

3. Oldjuk meg a kévetkez6 egyenletrendszereket a Gauss-eliminaciés modszerrel:
X+ X, =3X, =1 2% +X, +X;=2 X, +3X, +2X; =0
2X, + X, —2X; =1 X +3X,+X;=5  2X, =X, +3%;, =0
X +X, +X; =3 X+ X, +5X; =—7 3%, —5X, +4%X, =0’
X, +2X, =3%; =1 2X, +3X, —3X; =14 X +17x,+4x,=0

2% + X, = X3+ X, =1 X +2X, +3X;, +4X, =11 2X, +3X, —X; +5X, =0
3X, = 2%, +2X; =3X, =2 2% +3%X, +4X; + X, =12 3% =X, +2%, —7X, =0
5X, + X, —Xg +2X, =—1" 3%, +4X, + X; +2X, =13" 4xX, +X, —3X, +6X, =0’
2%, =X, + X3 =3X, =4 AX, +X, +2X; +3X, =14 X, —2X, +4X, - 7X, =0

X, +2X, +3%; — X, =1

3X +2X, + X, =X, =1

2X, +3X, + X3+ X, =1.
2X, +2X, +2X; — X, =1

S5X, +5X, +2X, =2
1 2 -3 2 2 3
4. Szamitsuk ki a kovetkez6 matrixok inverzét: [0 1 2 |; 1 -1 0};
0 0 1 -1 2 1
1 1 1 1 2 1 00
11 -1 -1113 2 00O
1 -1 1 -1/'|1 1 3 4|
1 -1 -1 1 2 -1 2 3
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6. TEMA

Kombinatorika

Szamos probléma vezethetd vissza olyan feladatokra, amelyek egy véges halmaz
elemeinek — kiilénb6z6 jelegli — leszamolasara vonatkoznak. Példaul, hogy hanyféleképpen
valogathatunk ki 20 elem koézul harmas sorozatokat, vagy hogy egy 20 betlibdl allé abéceébdl
hany darab egymastol kilonbdzé 5 hosszu sorozatokat képezhetlink. Az informatika
szamara kulondsen fontosak a kombinatorika altal felvetett problémak és az ezekre adott
valaszok.

172.6.1 Permutacio

38. Tétel

Legyen H tetszdéleges halmaz. Ha a H elemeinek szama n, akkor H elemeinek az
Osszes lehetséges sorba rendezéseinekaszamal-2-...-(n-1)-n.
Bizonyitas

Az elsé sorozat els6 helyére n-féle médon valaszthatjuk ki az elsé elemet. A
megmaradé n—1 elembdl valaszthatjuk majd ki a masodikat, azaz, a sorozat elsé két helyére
n - (n—1) médon valaszthatjuk ki az elemparost. Hasonloan folytatva lathatjuk be a tétel allita-
sat n elem esetére.

il

52. Definicio

Az1-2-...-(n-1) - n kifejezést n! (n-faktorialis) jeloli. 0! = 1, definicié szerint.

Megjegyzések
1. Szamos probléma vezethetd vissza a 38. tételben megfogalmazott problémara.

2. A 38. tételben emlitett, n-elemnek az 0Osszes lehetséges sorba rendezését a
halmaz elemeinek ismétlés nélkiili permutaciéjanak nevezziik és P, -nel jeldljik.

3. A38. tétel és az 52. definicié szerint P, =n!

39. Tétel

Legyen adott n darab elemiink, amelyek kozott k ,k,, ...,k darabot azonosaknak
tekintiink, n=k, +k, +...+k,. Ekkor az n darab elembdl képzett — egymastél megkiilon-

KiKp oKy n!

boztetett — n-hosszu sorozatok szama P, SPIPENUE
1-' 2 T r -

Bizonyitas

A szamlaléban all6 kifejezés az ismétlés nélkuli permutaciét jeldli. Az Osszes
lehetséges sorozatbdl k! azonosnak tekintendd. Minden ilyen sorozathoz tartoz6 k,! darab
szintén azonos, és igy tovabb.

|

#45 Software Engineering Course for CIT (Certified Information Technologist) degree
Technical Code: 172 / DEV_092 / Version: 1.1



Matematika B Szofi Press Publishing tankonyv

172.6.2 Kombinacio

Egy véges halmaz részhalmazainak a szama annyi, ahanyféleképpen tudunk
kllénbdz6 csoportokat (részhalmazokat) kivalasztani ugy, hogy a kivalasztas sorrendjére
nem vagyunk tekintettel.

40. Tétel

Ha adott n-darab — egymastol megkiillonboztetett — elemiink, akkor az ezekbdl

alkothat6 k-elemii csoportok szama, ahol k<n, C_* = n-(n-1)-...(n-k+1) .
K-(k—1)-..-2-1

Bizonyitas
Az els6 elem kivalasztasanal n-darab lehetéségiink van, a masodiknal, mar csak (n—1),
végll a k. elem esetében (n — k + 1). Mivel a kivalasztas sorrendje tetszéleges ezért az 6sz-

szes lehetséges eset annyiad részével csdkkentendd, ahanyféleképpen rendezhetd sorba a
k darab elem. Ezt tartalmazza a kifejezés nevezije.

|

Megjegyzés

1. A tételben szereplé kifejezés annyira alapvet6 lesz a tovabbi munkank soran, hogy
kilon jelolést is bevezetink, erre utal a kovetkezé definicid.

2. A faktorialis fogalmanak definicidjabal azonnal kovetkezik, hogy
n-(n=1)-..-(n—k+1) _ n!
k-(k-1)-...-2-1 kL(n—k)!

53. Definicié
n ]
(kaﬁ. Az egyenldségjel baloldalan lathatd kifejezést ugy olvassuk ki, hogy
L(n—k)!
,nalatta k”.

Abban az esetben, ha a kivalasztasi eljaras soran egy elemet tObbszor is
kivalaszthatunk — példaul visszatevéssel —, akkor a kivalaszthaté k-elem(i csoportok szama

C k,i _ n+k_1
n k .

172.6.3 Variacio

Modositsuk a kombinaciok bevezetésekor felvetett problémankat! Ha adott egy n-ele-

mU véges halmaz, akkor hany darab k-hosszu (k < n) sorozatot tudunk a halmaz elemeibdl
n!

képezni? A valasz trividlisan koOvetkezik az eddig tanultakbdl, azaz Vnk :( k)l'

n—-k)!

Mdédositsuk a problémat Ugy, hogy a képzett sorozatokban az elemek ismétlédhetnek!

Példaul 2 elembdl hanyféle 5 hosszu sorozatot képezhetlink. Altaldnossagban, n-elembdl

hanyféle k-hosszu sorozat képezhetd. A valasz nyilvanvalédan: Vnk’i =n*. Az informatikaban

ezeket a lépten-nyomon felbukkand feladattipusokat ismétlés nélkiili, illetve ismétléses
variacioknak nevezzuik. Mondjuk ki definicioként is az eddigieket!

54. Definicio

n-elmebél képezhetd k-hosszl jelsorozatokat az elemek ismétléses variacidjanak
. K,i . erpes
nevezzik és V, " -vel jeldljuk.
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55. Definicio

n-elmebdl képezhet6 k-hosszu jelsorozatokat — ahol az elemek nem ismétiédhetnek —

A fentiek 6sszefoglalasaként tehat:
1.V, =n*

Vk_ n!
" (n-k)!
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7. TEMA

Valdésziniliségszamitas alapelemei

A valoszinliségelmélet — annak ellenére, hogy mar a kdzépkor biztositasi Ugyletei,
illetve a szerencsejatékok kapcsan mar felvetédtek, s6t sok esetben megoldddtak bizonyos
valészinliségszamitasi problémak — a matematika egy viszonylag uj aga. Ennek oka, hogy a
valészinlségelmélet csak akkor épllt be a matematika fogalmi rendszerébe, amikor az egy
korrekt alapokon nyugvé — és az addigi rendszerbe beilleszthetd — felépitést kapott. Ez
utébbit Kolmogorov végezte el, kimutatva azt, hogy a valdsziniségelmélet tulajdonképpen az
altalanos mértékelmélet egyik konkretizaciojaként is felfoghato. Mivel a kilénb6zé
sztochasztikus modellek, a szamitégépes szimulaciok, a Monte Carlo médszerek, mind-mind
a valészinlségszamitas egy-egy alkalmazasat jelentik, ezért részletesen targyaljuk az
alapfogalmakat és a vonatkozo tételeket.

172.7.1 Valésziniliségi mez6

Mint olyan sokszor mar a kurzus soran, most is egy alapfogalommal kezdjiuk a
fogalomrendszer felépitését.

Valészinliségi kisérletnek neveziink egy olyan toérténést, amely azonos kértilmények
kozott tetszGlegesen sokszor vegrehajthato. Egy valdszinlségi kisérlet kimeneteleinek egy
halmaz elemeit fogjuk tekinteni. Erdekes és fontos, hogy a kisérlet kimeneteleinek a halmaza
milyen szamossagu. Ez a halmaz lehet véges de lehet akar nem megszamlalhato
szamossagu is.

Példak
1. Tekintslk a kockadobast, mint egy kisérletet. Ekkor a lehetséges kimenetelek
halmaza a 1-6 szamok valamelyike.

2. Tekintsik a pénzfeldobast, mint egy kisérletet. Ekkor a lehetséges kimenetelek
halmaza kételem(, de ha valaki a pénz élére allasat is ide veszi, akkor haromelemd.

3. Ha megmérjik a Duna vizallasat, és ezt valdszinlségi kisérletnek tekintjuk, akkor
kisérlet eredménye a 0 cm — ha a folyo kiszaradt — és mondjuk 800 cm kdzé esd —
elvileg barmelyik — valés szam lehet. A [0,800] intervallumba es6é elemek C,
szamossagu halmazt alkotnak.

4. Alljunk meg egy Utkeresztez6désben, és tekintsiik kisérletnek azt, hogy egy perc alatt

hany autd érkezik a keresztez6désbe. A kisérlet kimenetelei természetes szamok
lesznek. Példaul 1, 9, 34, stb.

56. Definicio

Egy valészinliségi kisérlet 6sszes lehetséges kimeneteleinek a halmazat Q jeldli. Ez az
eseménytér.

Megjegyzés
1. Ha a kimenetelek halmaza véges, akkor az Q:{a)l,a)z...a)n} jeldlést fogjuk
hasznalni.
2. Az 1. példa esetében Q ={1,2,3,4,5,6}.
57. Definicio

Tekintslink egy valdszinlségi kisérletet és az ehhez tartozé Q halmazt! A P(Q)
hatvanyhalmaz minden elemét eseménynek nevezzik.
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Az esemény fogalma tehat mar j6l definialt fogalom.
Példak
1. A kockadobas Kkisérletnél esemény az, hogy paros szamot dobunk, ekkor
A ={2,4,6}, és valdban ekkor AcP(€) vagy ami ugyan azt jelenti, A < Q-nak.

2. Az elbz6 3. példanal események lehetnek a kdvetkezdk: a Duna vizallasa magasabb,
mint 600, a Duna vizallasa kisebb mint 600, de nagyobb, mint 400.

Megjegyzés

1. Fontos kdévetkezményei a fenti definicionak, hogy az Ures halmazt és az Q-t is
eseménynek nevezzik. Az elébbi neve a lehetetlen esemény, az utobbit pedig
biztos eseménynek nevezzik.

2. Egy A esemény bekovetkezik a kisérlet soran, ha a kisérlet olyan elemi eseményt
produkal, amelyik eleme az A eseménynek. Ez utobbi megjegyzés rendkivul fontos!
Megértés nélkul a tovabbiak értelmezhetetlenek lesznek. E tény miatt a lehetetlen
esemény soha nem kévetkezhet be, mig a biztos esemény minden esetben (minden
kisérlet soran) bekévetkezik!

172.7.2 Eseményalgebra

58. Definicio

Legyen adott egy valdsziniiségi kisérlet, tovabba legyen H,KeP(Q) két tetszéleges
esemény. Ekkor a H U K esemény akkor és csakis akkor kdvetkezik be, ha vagy H vagy K
bekovetkezik. A H U K eseményt a két esemény 6sszegének nevezzik.

59. Definicio

Legyen adott egy valdsziniiségi kisérlet, tovabba legyen H,KeP(Q) két tetszbleges
esemény. Ekkor a H m K esemény akkor és csakis akkor kdvetkezik be, ha mind H mind K
bekovetkezik. A H m K-t a két esemény szorzatanak nevezzik.

60. Definicio

Legyen adott egy valdszinliségi kisérlet, tovabba legyen HeP(QQ) egy tetszdleges
esemény. Ekkor a H esemény akkor és csakis akkor kdvetkezik be, ha a H esemény nem

kdvetkezik be. A H-t a H esemény kiegészitd vagy komplementer eseményének
nevezzik.

41. Tétel

Legyen adott egy valészinliségi kisérlet. A <P(Q);U,ﬂ> struktura Boole-algebra.
Bizonyitas

A Boole-algebra definiciéjabdl és a fenti definiciokbdl azonnal kdvetkezik a tétel.

|

61. Definicio

Legyen adott egy valdszinlségi kisérlet, tovabba legyenek A, A,,..., A, € P(Q2) olyan

események, amelyekre teljesll, hogy Q= UAi és ANA = i+ jesetén.

i=1

Ekkoraz A, A,,..., A, € P(Q2) rendszert teljes eseményrendszernek nevezzik.
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172.7.3 Valdésziniiségi mérték

Ha adott egy kisérlet, akkor a kisérlet eseményeit szamszerilen is jellemezni fogjuk. Ez
a —minden eseményhez hozzarendelt — szam lesz az adott esemény valdszinlsége.

62. Definicio

Legyen adott egy valoszinlségi kisérlet, illetve a tovabbiakban jeldlie A az
események P(Q) hatvanyhalmazat. A P:A—>[O,1] leképezést valdszinliségi fliggvénynek
nevezzik, ha

1. P(@)=0
2. P(Q)=1

3. P(JA)=YP(A) ha A(\A == |

63. Definicio

Legyen adott egy valosziniiségi kisérlet. Az (Q,A,P) tripletet (harmast) a kisérlethez
rendelt valészinliségi mezdnek nevezzik.

Megjegyzés

1. A fentiekbdl koévetkezik, hogy minden egyes kisérlethez mas és mas valdsziniiségi
mez6 tartozik.

2. Ha mar megadtuk az elemi események halmazat, akkor csak a P meghatarozasa a
kérdéses. Ezt a fliggvény a gyakorlatban a statisztikak szolgaltatjak.

3. Vannak olyan problémahalmazok, amelyek tipusos mez6hdz vezetnek, ezekre
késo6bb kitérlink.

4. Klasszikusnak nevezink egy valosziniségi mez6t, ha az elemi események
halmaza megszamlalhaté az elemi eseményeken a valészinliségi fliggvény azonos
értékeket vesz fel.

172.7.4 Valészinliség kozelitése relativ gyakorisaggal

Mint azt az el6bbi megjegyzésekben emlitettik az igazi feladat egy kisérlet esetében a
P figgveény korrekt meghatarozasa. Ezt teszi lehetévé az alabbi fogalom.

64. Definici6

Legyen adott egy kisérlet. Hajtsuk végre a kisérletet n > 0 alkalommal. Tekintsik az
AeP(Q) eseményt és tegyiik fel, hogy a végrehajtott kisérletek soran ez elébbi esemény

k
k-szor (0 < k < n) kovetkezett be. A o kifejezést az A esemény relativ gyakorisaganak

nevezzuk.

. . . K
A kisérleteknek egy bd halmazan, ha az n névekszik, akkor az eseményhez tartoz6 Y

relativ gyakorisag egy 0 és 1 k6zé esd szam korll stabilizalédik. Ez a szam lesz majd az
eseményhez rendelt valdszinliség. Példaul, ha sokszor dobunk fel egy pénzdarabot, akkor
az ,irast dobtunk” esemény relativ gyakorisaga a 0,5-nél stabilizalédik. Ha sokszor dobunk a

1
kockaval, akkor a ,3-at dobtunk” esemény az E -hoz kozelit.
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Programozando feladatok

1.

Készitse el azt a C vagy C++ nyelven megirt programot, amely az inputként
megadott két egészszamnak kiszamitja és megjeleniti a legnagyobb k&zds
osztojat! Rendszertervezd hallgatok a feladatot EXCEL munkalapon készitsék el!

Készitse el azt a C vagy C++ nyelven megirt programot, amely az inputként
megadott két egészszamrol megallapitja, hogy azok egymashoz képest relativ
primek-e vagy sem! Rendszertervezd hallgatok a feladatot EXCEL munkalapon
készitsék el!

Készitse el azt a C vagy C++ nyelven megirt programot, amely az inputként
megadott N természetes szamnal kisebb primszamokat megjeleniti a képernyén!

Készitse el azt a C vagy C++ nyelven megirt programot, amely az inputként
megadott természetes szamrol eldonti, hogy az prim-e vagy sem.

Készitse el azt a C vagy C++ nyelven megirt programot, amely az inputként
megadott természetes szamnak elballitjia és megjeleniti a primtényezés eléallitasat!

irjunk programot, amely az inputként (a + b - i alakban) megadott komplex szamo-
kon elvégzi az Osszeadas, kivonas és szorzas miuveleteket és outputként
megjeleniti azt! (Rendszertervezék az EXCEL tablazatkezel§ segitségével oldjak
meg a feladatot!)

irjunk programot, amely az inputként megadott komplex szamot atalakitja
trigonometrikus formaba, illetve megforditva, majd az eredményt megijeleniti!
(Rendszertervez6k az EXCEL tablazatkezeld segitségével oldjak meg a feladatot!)

irjunk programot, amely egy megadott komplex szamot Ugy jelenit meg a
képernyén, mint a sik egy pontjat! A képernyd legyen a sik egy részhalmaza.
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